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Nomenclatura

oD

N

S T © N

€ocv:

M

x:’_jf.".“?

<7

Fdim:

Paim:

Esfuerzo normal en el eje x.

Esfuerzo normal enel eje y.

Esfuerzo normal en el eje z.

Angulo de equilibrio (attitud).

Funcidn del espesor de la pelicula lubricante.
Claro radial.

Coordenada angular.

Coordenada circunferencial adimensional.
Coordenada axial adimensional de la chumacera.
Coordenada axial de la chumacera.

Diametro de la chumacera.

Espesor dimensional de la pelicula lubricante.

Espesor adimensional de la pelicula de lubricante.

Excentricidad en una chumacera tipo Ocvirk.
Excentricidad.

Excentricidad dimensional.

Fuerza.

Componente horizontal de la fuerza.
Componente vertical de la fuerza.

Fuerza ficticia caracteristica.

Longitud axial de la chumacera.

Masa del disco.

Numero de revoluciones por segundo del eje.
Numero de Sommerfeld.

Peso Total del sistema.

Presién adimensional de Ocuvirk.

Presion adimensional.

Presidn ficticia caracteristica.

Presion.
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po:  Presion en estado estacionario.

px:  Cambio de presion en el desplazamiento del eje X.
py:  Cambio de presion en el desplazamiento del eje y.
ps:  Cambio de presion en la velocidad del eje x.

py:  Cambio de presion en la velocidad del eje y.

R: Radio de la chumacera.

Velocidad angular de rotacion del eje.

w: Velocidad angular en radianes por segundo.

1% Velocidad lineal adimensional.

Ve Velocidad lineal.

Xm: Punto critico de la funcién f(x;)

U: Viscosidad absoluta del lubricante.

A: Valor propio.

C Coeficientes adimensionales de amortiguamiento, directos y acoplados en las

ij-
direcciones horizontales y verticalesi = x,y, j =x,y.

K;;:  Coeficientes adimensionales de rigidez directos y acoplados en las direcciones horizontales
y verticales. i = x,y, j =x,y.
Cij:  Coeficientes de amortiguamiento directos y acoplados en las direcciones radiales y
tangenciales. i = x,y, j = x,y.
K;;:  Coeficientes de rigidez directos y acoplados en las direcciones radiales y tangenciales.

i=RT, j=RT
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Resumen

En este trabajo se presentan tres propuestas de solucién analitica y semi analitica para la ecuacion
de la lubricacion de Reynolds en chumaceras hidrodindmicas finitas, con la finalidad de determinar
los campos de presion, posteriormente en un trabajo adicional se podran determinar los
coeficientes rotodindmicos de rigidez y amortiguamiento, caracteristicas empleadas para
pronosticar el comportamiento de un sistema rotor chumacera.

En el capitulo | se presenta una resefia historica de la rotodindmica, considerando la evolucion de
su estudio, también se considera el inicio del estudio de las chumaceras hidrodindmicas y se dan a
conocer diversos resultados reportados en la literatura.

En el capitulo 11 se presentan las deducciones de las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuacion de
la lubricacion de Reynolds elaboradas por el Doctor Ignacio Ramirez Vargas en su tesis doctoral
“Teoria de chumaceras presurizadas con puertos puntuales: caso de la chumacera corta”, ademas
se hacen presentes las consideraciones para poder clasificar a una chumacera hidrodinamica y se
describe el nimero de Sommerfeld.

En el capitulo 111 se determinan los campos de presion para chumaceras hidrodindmicas cortas y
chumaceras hidrodindmicas largas, siguiendo un proceso de adimensionalizacion con la finalidad
de tener un mejor manejo de la ecuacion de la lubricacion de Reynolds, posteriormente se
consideran diferentes variables adimensionales. Considerando la solucion de Ocvirk para las
chumaceras cortas y la sustitucion de Sommerfeld para las chumaceras largas se logra obtener los
campos de presion y son representados graficamente mediante el programa computacional
Wolfram Mathematica para cada situacion.

En el capitulo 1V se presentan tres propuestas semi analiticas y analiticas para dar solucion a la
ecuacion de la lubricacion de Reynolds en soportes hidrodinamicos de longitud finita, primero se
propone una solucion hibrida (humérico-analitica), a partir de una propuesta parabolica de presion,
validando los resultados con los existentes en la literatura. De la misma forma, se propone una
solucidn en serie de potencias para la presion en la pelicula de lubricante, se genera un algoritmo
para chumaceras de longitud finita y se valida el método en el caso de una chumacera corta
determinando su campo de presion y sus coeficientes de rigidez y amortiguamiento.

Posteriormente, se propone una solucion alternativa a partir de una funcion producto de funciones
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independientes, las cuales se determinan por separado y se encuentra una expresion cerrada para
el campo de presion para chumaceras con relacion L/D finitas, se analizan tres ejemplos en donde
la pelicula de lubricante tiene variaciones en su geometria (plana, exponencial y cilindrica), se

describe claramente la metodologia y se verifica su validez.
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Abstract

This paper presents three analytical and semi-analytical solution proposals for the Reynolds
lubrication equation in finite hydrodynamic journal bearing, in order to determine the pressure
fields, as well as the rotodynamic coefficients of rigidity and damping, used to forecast the
behavior of a chumacera rotor system.

Chapter | presents a historical review of rotodynamic, considering the evolution of its study, it is
also considered the beginning of the study of hydrodynamic journal bearing and various studies
reported in the literature are announced.

Chapter Il presents the deductions of the Navier-Stokes equations and the Reynolds lubrication
equation elaborated by Dr. Ignacio Ramirez Vargas in his doctoral thesis "Theory of pressurized
journal bearing with punctual ports: case of the short chumacera”, the considerations to be able to
classify a rabble are also present and the Sommerfeld number is described.

Chapter 111 determines the pressure fields for short hydrodynamic journal bearing and long
hydrodynamic journal bearing, following a dimensionalization process to have a better
management of the Reynolds lubrication equation, later different dimensionless variables are
considered. Considering Ocvirk's solution for short journal bearing and Sommerfeld's substitution
for long journal bearing it is possible to obtain the pressure fields and they are represented
graphically by the Wolfram Mathematica computer program for each situation.

Chapter 1V presents three semi-analytical and analytical proposals to solve the Reynolds
lubrication equation in hydrodynamic supports of finite length, first a hybrid solution (numerical-
analytical) is proposed, from a parabolic pressure proposal, validating the results with those
existing in the literature. In the same way, a power series solution is proposed for the pressure in
the lubricant film, an algorithm is generated for finite length journal bearing and the method is
validated in the case of a short chumacera by determining its pressure field and its coefficients of
rigidity and damping. Subsequently, an alternative solution is proposed from a product function of
independent functions, which are determined separately, and a closed expression is found for the
pressure field for journal bearing with finite L/D ratio, three examples are analyzed where the
lubricant film has variations in its geometry (plane, exponential and cylindrical), the methodology

is clearly described, and its validity is verified.
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Hipotesis

La solucién de la ecuacién de la lubricacién de Reynolds para chumaceras hidrodinamicas finitas
mediante las propuestas de: Distribucién parabdlica de presion, Perturbacion de la posicion
estacionaria y Producto de funciones a partir de condiciones especificas, permitiran encontrar la
presion en la pelicula lubricante, por lo tanto, se lograra calcular los campos de presion, determinar
las fuerzas en la pelicula lubricante y determinar los coeficientes rotodindmicos. De esta forma se
podran atenuar los problemas ocasionados en relacion con las vibraciones a las que estan
sometidos de manera constante los equipos soportados por chumaceras hidrodindmicas, ya que la
estabilidad de estos sistemas depende de los coeficientes de rigidez y amortiguamiento en el

lubricante.

Objetivos generales

Obtener tres propuestas de solucion semi-analiticas y analiticas de la ecuacion de la lubricacion
hidrodinamica de Reynolds, mediante una propuesta de solucion hibrida, perturbacion de posicion

estacionaria y producto de funciones, que permitan la caracterizacion de chumaceras de longitud

finita (0.25 <ic< 2.5).

Objetivos especificos

1.- Obtener el funcional asociado con la ecuacion de la lubricacién de Reynolds, por medio del
calculo integral con la finalidad de tener la energia minima en el sistema.

2.- Minimizar el funcional asociado con la propuesta de presion para obtener un modelo diferencial
(no lineal).

. .y , . .. L
3.- Determinar la presion de la pelicula lubricante para distintos valores (E)'
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4.- Generar una expresion para conocer los incrementos del campo de presion a partir de una serie
de potencias.

5.- Crear un algoritmo que permita obtener p, y los cambios de presién en chumaceras finitas.
6.- Proponer una solucidn alternativa para la ecuacién de Reynolds a partir de una funcién producto
de funciones independientes.

7.- Validar la propuesta de producto de funciones con geometrias diversas para el espesor de la
pelicula lubricante.
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Capitulo |

Estado del arte

1.1.Introduccion.

El progreso de la industria se ha incrementado notablemente en los Gltimos afios de forma
general y particularmente de la industria petrolera y de generacidn de energia eléctrica, de tal
forma que la demanda de maquinaria de alta eficiencia en términos de velocidades de
operacion y capacidades de carga se ha visto en la necesidad de implementar nuevas
especialidades necesarias para su desarrollo tecnoldgico, por estos motivos se ha hecho
énfasis en la rotodinamica.

La rotodindmica es una disciplina que desempefia el analisis de la conducta dinamica de
equipos rotatorios, esta disciplina se estructura con diversas areas de investigacion en donde
toman importancia areas como vibraciones, dinamica, hidrodinamica, mecanica de fluidos,
entre otras.

Las turbomaquinas se conforman generalmente por un rotor, una alabe, un eje, un soporte
hidrodinamico (chumacera). En donde de forma cotidiana las chumaceras fluidas son
manipuladas para operaciones industriales de maquinaria rotatoria de gran peso. En el
funcionamiento de estos soportes la pelicula del fluido lubricante separa las superficies en
movimiento, presentando propiedades de amortiguamiento y rigidez, estas propiedades
pueden alterar de forma significativa el comportamiento de la maquinaria en sus velocidades
criticas, teniendo como consecuencia desbalance, con la posibilidad de inducir
inestabilidades y vibraciones, siendo una de las causas principales de la reduccién de la vida
atil y la falta de disponibilidad de la maquinaria rotatoria, de esta forma se presentan
desgastes prematuros asi como dafios mecénicos severos a los equipos, una forma de poder
atenuar y controlar la amplitud vibracional, radica en modelar correctamente la conducta
dinamica de los soportes hidrodinamicos y junto con ello caracterizar correctamente la
pelicula de lubricante. La capacidad para soportar carga se debe a la generacion de un campo
de presion en la pelicula del lubricante, debido al movimiento relativo entre el muiion y la

chumacera. EI campo de presion se genera por la formacion de una cufia de lubricante,

1
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arrastrando hacia el claro entre dos superficies convergentes. Esta cufia convergente se crea
porque el eje no gira en forma concéntrica con respecto a la chumacera, sino que existe un
desplazamiento relativo del centro del eje con respecto al centro de la chumacera y que se
conoce como excentricidad.

Por lo anterior se genera la importancia de considerar las caracteristicas propias de las
chumaceras en el disefio y aplicacion de la turbomaquinaria. La rigidez del sistema rotor
chumacera esta determinado por la rigidez de la chumacera actuando en serie con la del rotor,
y el amortiguamiento del sistema, siendo determinado casi en su totalidad por las propiedades
de amortiguamiento de la pelicula lubricante en la chumacera, siendo este el punto de
investigacion del trabajo.

A continuacion, se muestra un recorrido histérico de los principales acontecimientos que

elaboraron diversos investigadores para formar lo que hoy se conoce como rotodinamica.

1.2. Antecedentes de la rotodinamica.

El area general de la rotodinamica historicamente ha involucrado una combinacion de areas
separadas de vibraciones y analisis de chumaceras hidrodinamicas [1]. Mencionado lo
anterior la rotodindmica estudia el comportamiento de los rotores, pero al igual que toda
investigacion ha pasado por un proceso para alcanzar un mejor conocimiento de los
fendbmenos que se presentan al trabajar con turbomaquinaria. Diversos investigadores han
publicado analisis y conclusiones con relacion a la rotodinamica siendo asi que a principios
de la revolucidn industrial se identificaron los principales problemas que se encuentran en la
maquinaria rotatoria, que han llegado a representar mayores retos con forme se requieren
maquinas mas rapidas y potentes [2]. Rankine realizo el primer andlisis de un eje giratorio
en 1869 sobre el fendmeno de la primera frecuencia natural y predijo erroneamente que las
maquinas no podian operar por encima de ésta [3]. DeLaval en la década de 1890 mostro la
posibilidad de operar las maquinas a velocidades superiores de la primera frecuencia natural.
la publicacion, On the centrifugal force on rotation shafts, es considerada la primera
publicacion completamente dedicada a al rotodindmica [4]. La explicacion de la teoria de
velocidades criticas fue dada primero por Foppl en 1895, Belluzzo en 1905 y Stodola en 1927

[5]. Un avance significativo fue a finales del siglo XIX con las contribuciones de DelLaval y
2
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otros investigadores. En 1883 DeLaval construyo la primera etapa de una turbina de vapor
de reaccion. El fue el primero en utilizar un rotor rigido y posteriormente uso6 un rotor flexible
y observo que era posible operar por encima de la velocidad critica, operando a una velocidad
de siete veces la velocidad critica [6]. En un articulo relacionado con la teoria fundamental
en rotodindmica, es acreditado como el desarrollador de las ecuaciones modernas en un rotor
dindmico, que es mejor conocido como “modelo de Jeffcott” usado en el andlisis de
vibraciones de ejes rotatorios. EI modelo consiste en un eje uniforme y simétrico soportado

por chumaceras rigidas en cada extremo, con una masa concentrada en el centro [7].

1.3.Inicio del estudio de las chumaceras hidrodinamicas.

Los primeros estudios de un eje y una chumacera operando bajo condiciones hidrodindmicas
fueron realizados por f. A. Von Pauli en 1849 y por G.A. Hirn en 1854. En 1883 el célebre
ruso N. Petroff concluyd que la friccion en chumaceras se debia a un fendémeno
hidrodinamico. Tower un inventor e ingeniero de ferrocarriles inglés demostrd
experimentalmente que la superficie de la chumacera y la del eje estaba separada por una
pelicula de aceite continua de fluido lubricante la cual soportaba la carga en la chumacera y
reportdé por primera vez a través de mediciones un campo de presion en el perfil de la
chumacera [8]. Reynolds O. en 1886 desarrolld una expresion matematica a través de
simplificar las ecuaciones de Navier-Stokes que fue capaz de demostrar los resultados
experimentales obtenidos por Tower, Reynolds obtuvo la ecuacion clasica de lubricacion o
ecuacion de Reynolds, la cual describe la distribucion de presiones del lubricante en la
chumacera. La solucion de la ecuacién diferencial de Reynolds fue dificil y Arnold
Sommerfeld en 1904 desarrolld una integracién directa que permitio el analisis de
chumaceras infinitamente largas, donde asumié que el gradiente de la presién axial es cero.
Harrison en 1919, present6 un articulo donde se destaca que la fuerza generada por la presion
en el fluido puede ser lo suficientemente grande para soportar la carga y prevenir el contacto
entre la chumacera y el eje [9].

Ocvirk F. en 1952 presentd la solucion de la ecuacion de lubricacion para una chumacera

infinitamente corta, también llamada solucion de Ocvirk, en la cual se asume que el gradiente
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de presion en la direccion circunferencial es despreciable en comparacion con el gradiente
de presion en la direccion axial [10].

En 2001 y 2002 J.C. Gémez mancilla y V. Nosov desarrollaron expresiones analiticas que
caracterizan el campo de presion del lubricante en estado estable en un rotor chumacera corta
teniendo ejes desalineados angularmente. Esta solucion analitica para el campo de presion
usa una expresion mejorada de la pelicula de lubricante, desarrollada en series de Taylor
como funcion de los pardmetros que geométricamente caracterizan el no paralelismo de los
ejes entre la chumacera y el mufién. Muestran que pequefios angulos de desalineamiento son
capaces de distorsionar los campos de presion significativamente reduciendo la capacidad de
carga.

Por otra parte, en el 2006 el Dr. Alberto Antonio Garcia; presento la tesis, “Investigacion
analitica y numeérica de las propiedades dinamicas de chumaceras hidrodinamicas con y sin
desalineamiento” para obtener el grado de doctor en ciencias. Desarrollando una serie de
estudios basdndose en métodos analiticos para poder obtener los coeficientes de
amortiguamiento y rigidez de la pelicula del lubricante de las chumaceras hidrodinamicas,
exponiendo diferentes configuraciones y/o condiciones de estas. A la par efectud la solucion
finita de la ecuacion de Reynolds mediante algunos métodos numéricos, para encontrar los
coeficientes rotodinamicos. Redactd y presento los resultados que obtuvo a la serie de analisis
y estudios que realizd; exponiendo las diferencias entre los métodos que implemento y
argumentando progresos que puede llegar a tener. [11]

Para el 2007 el Dr. Ignacio Ramirez Vargas, mostraba su tesis, denominada “Teoria de
Chumaceras Presurizadas con Puertos Puntuales: Caso de la Chumacera Corta”. En este
trabajo, explica una modelo de chumacera presurizada, derivada y aproximada de la funcién
Delta de Dirac; para representar el puerto de inyeccion de lubricante. Al conocer los campos
de presion, pudo obtener las posiciones de equilibrio, fuerzas de presidn, coeficientes
rotodindmicos; para el caso clasico y el presurizado. [12]

En la actualidad diversas compafiias, se dedican a la fabricacion e investigacion
experimental, la que se menciona a continuacion es la compafiia Bently-Nevada en E.U.A.;
la cual realizd experimentos con rotores, donde presurizaba externamente la chumacera; en

un puerto simétrico de inyeccion. [13]
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1.4.Chumaceras Hidrodinamicas.

Una chumacera hidrodindmica es el término mas comin para una chumacera de presion
interna, siendo ésta en el que el eje de rotacion “arrastra” el fluido en la direcciOn de giro
para producir una pelicula fluida. Este tipo de chumaceras a menudo tiene un sistema de
suministro del lubricante a baja presién que no sobre pasa de 15 a 20 psi (103-138 KPa). La
presion de suministro no esta disefiada para contribuir a las propiedades roto-dinamicas de la
chumacera de ninguna forma; si no que simplemente para un adecuado flujo a través de la
ella que el provee una pelicula de refrigerante [14], y también es utilizado en gran parte, de
maquinaria rotativa para soportar cargas axiales o simplemente una guia de transmision de
torque con un minimo de pérdida de energia y desgaste entre las superficies de contacto.

La capacidad de carga es obtenida a través del campo de presion del lubricante dentro de la
chumacera figura 1.1. El campo de presion es generado por la formacion de una zona de
presion del lubricante cominmente llamada cufia, el cual es arrastrado hacia un claro de
superficies convergentes. Esta zona se crea por que el mufion no gira concéntricamente
(excentricidad) con respecto al centro de la chumacera, debido al transitorio se llega a un
autoajuste cuando la carga del rotor se iguala a la fuerza causada por la cufia generada por el

campo de presion del fluido [15].

_Chumacera

Region de alta presion

Linea de centros

X
Figura 1.1 Presién hidrodindmica generada por la rotacion del mufién en chumaceras cilindrica [16].



Instituto Tecnol6gico de Pachuca Javier Roldan Cruz

Capitulo 11

Marco Teorico

2.1.Rotodindmica.
La Rotodindmica analiza y predice el comportamiento dindmico de la maquinaria rotatoria,
que implica una combinacion de areas separadas como: vibraciones, dindmica estructural e
hidrodinamica. EI comportamiento de estas maquinas incluye fenémenos fisicos, los cuales
pueden interferir con el funcionamiento adecuado de las maquinas y pueden incluso llevar a
catastroficas fallas si no se identifican y corrigen debidamente [12].

La estructura que se encuentra en contacto y donde se apoya el eje de la maquinaria a través
de las cuales se transmite una carga se le conoce como chumacera; existen diversos tipos de
chumaceras correspondientes a la figura.2.1.

1.- Chumaceras radiales, que soportan cargas radiales por ejes rotantes o gorrones.

2.- Chumaceras axiales o de empuje, que soportan cargas axiales transmitidas por ejes
verticales rotantes o pivotes.

3.- Cojinetes de guias, que soportan cargas de distintos tipos, guiando los elementos moviles
con trayectoria rectilinea, como son los patines de deslizamiento.

En este trabajo solo se estudiara la fisica y el comportamiento del primer tipo de chumacera
(chumaceras radiales). Las porciones cilindricas de la flecha que estan en contacto con los

cojinetes se conocen como mufiones.

IChumacera Chumacera

R =

(o] -
eje 0 gorron Ej€ o pivote

Chumacera radial Chumacera Axial o de Empuje Patines de deslizamiento

Figura 2.1 Tipos de chumaceras segun la carga que soportan [17].

Dependiendo de la pelicula lubricante se pueden clasificar en hidrodinamicas, hidrostaticas
o0 hibridas; esta pelicula lubricante presenta propiedades de amortiguamiento y rigidez cuyo

comportamiento se rige mediante las ecuaciones de continuidad, las ecuaciones de Navier —
6



Instituto Tecnoldgico de Pachuca Javier Roldan Cruz

Stokes y las ecuaciones de energia, dichas ecuaciones forman un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales acopladas. A causa de los términos no lineales en estas ecuaciones, se
vuelven muy complejas de resolver y por tal motivo los métodos analiticos dan muy pocas
soluciones y requieren de métodos numéricos y de programacion especializada para su

resolucién.

2.2.Ecuaciones de Navier-Stokes.

La distribucién de presion y la capacidad de carga en un rodamiento hidrodindmico son
analizadas y resueltas usando ecuaciones dinamicas de fluido clasicas. En una pelicula
delgada de fluido, la viscosidad es la propiedad mas importante determina la magnitud de la
curva presion, mientras el efecto de inercia del fluido es relativamente pequefio o
insignificante [18]. Gran parte de la investigacion posterior se ha dedicado a la ecuacion de
Reynolds debido a que forma la base de la mayoria de las investigaciones analiticas en
lubricacion hidrodinamica. La ecuacion de Reynolds puede derivarse de las ecuaciones de
Navier - Stokes, que son las ecuaciones fundamentales del movimiento fluido. La derivacion
de las ecuaciones de Navier-Stokes se basa en varios supuestos, que se incluyen en la lista de
supuestos que forman la base de la teoria de la lubricacion hidrodinamica. Una suposicion
importante para la derivacion de las ecuaciones de Navier-Stokes es que existe una relacion
lineal entre los componentes respectivos del esfuerzo y la tasa de deformacidn en el fluido.

En el caso general del flujo tridimensional, hay nueve componentes de esfuerzo normal. Las

direcciones de los componentes de los esfuerzos se muestran en la figura 2.2 [17].

v

Figura 2.2 Componentes de esfuerzos que acttan sobre un elemento fluido rectangular [17].
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Los componentes oy, ay,d, son los esfuerzos de tension o compresion (si el signo es
negativo), como se muestra en la figura 2.2. Sin embargo, los componentes ,,,, 7,,, T, SON
esfuerzos de cizalla paralelas a las superficies. Es posible demostrar por consideraciones de

equilibrio que los componentes de cizallado son simétricos:

Txy = Tyx Tzy = Tyz Txz = Tzx (2.1)

Debido a la simetria, el nGmero de componentes en los esfuerzos se reduce de nueve a seis.

En coordenadas rectangulares los seis componentes de esfuerzo son:

Oy =—p+ Z”Z_Z (2.28)
o, = —p+ zuj—; (2.2b)
0, = —p+ 2#3—‘: (2.2c)
Ty = Tyx = U (g—z + g—;) (2.2d)
Ty = Tzy = U (g—‘:: + Z—Z) (2.2e)
Tor =Ty = 1 (5o +57) (2.2)

Un fluido que puede ser descrito por Eq. (2.2 a-f) se conoce como fluido newtoniano. Esta
ecuacion asume una relacion lineal entre los componentes de esfuerzo y velocidad de
deformacién. Para la mayoria de los lubricantes, tal relacion lineal es una aproximacion
adecuada. Sin embargo, en condiciones extremas, por ejemplo, una presion muy alta de
contactos puntuales o de linea, esta suposicion ya no es valida. Una suposicion que se hace
por conveniencia es que la viscosidad, u, del lubricante es constante. Ademas, los aceites de
lubricacion son practicamente incompresibles, y esta propiedad simplifica las ecuaciones de
Navier-Stokes porque se puede suponer que la densidad, p, es constante. Sin embargo, esta
suposicion no se puede aplicar a los rodamientos de aire [17].

En peliculas delgadas la componente de velocidad v es pequefia en comparacion con u y w,

y dos componentes de cizallamiento se pueden aproximar de la siguiente manera:
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0 0 0

Ty = Tyx =l (i + ﬁ) ~ ,uﬁ (2.39)
ow  Ov ow

Tyz =Tzy = U (E + Z) = ,LLE (23b)

Las ecuaciones de Navier-Stokes se basan en el equilibrio de fuerzas que actGa sobre un
elemento fluido pequefio e infinitesimal que tiene la forma de un paralelogramo rectangular
con dimensiones dx, dy y dz, como se muestra en la figura 2.2; sin embargo, el equilibrio
general de fuerzas es de tres dimensiones, en las direcciones x,yyz. Las fuerzas
superficiales son el producto de los esfuerzos o presiones y las areas correspondientes.

Cuando el fluido esta en reposo hay una presion hidrostatica uniforme. Sin embargo, cuando
hay movimiento del fluido, hay esfuerzos o",,0",,0", que estan por encima de la presion
hidrostéatica (promedio), p. Cada uno de los tres esfuerzos es la suma de la presion media y

el esfuerzo normal (por encima de la presion media), de la siguiente manera:
Oy =—p+7y,, oy, =—p+ay, o,= —p+d, (2.4)

De acuerdo con la segunda ley de Newton, la suma de todas las fuerzas que acttan sobre un
elemento fluido, incluidas las fuerzas de la superficie en forma de esfuerzo y fuerzas
corporales como la fuerza gravitacional, es igual al producto de la masa y la aceleracion (ma)
del elemento fluido. Después de dividir por el volumen del elemento fluido, las ecuaciones

del equilibrio de fuerza se convierten en:

du _ 6p 6a'x aTxy axz
at ox ox oy 0z (2.58.)
dv _ dp |, Otxy , 00’y = 0y,
at Y dy T dy T dy 9z (2.5b)
aw _ _ 6_p asz asz aa'z

P a =Z 6z+ ax T dy T 9z (2.5¢)

Aqui, p es la presion, u, v y w son los componentes de velocidad en las direcciones x,y y z,
respectivamente. Las tres fuerzas X, Y, Z son los componentes de una fuerza corporal, por
unidad de volumen, como la fuerza de gravedad que esta actuando sobre el fluido. De acuerdo

con los supuestos, la densidad del fluido, y la viscosidad, se consideran constantes.
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Para un flujo incompresible, la ecuacion de continuidad, que se deriva de la conservacion de

la masa, es:
Ju v ¥ (2.6)

Después de sustituir los componentes de tension de Eqg. (2.2) en Eq. (2.5), utilizando la
ecuacion de continuidad (2.6) y escribiendo en su totalidad la derivada de tiempo convectiva
de los componentes de aceleracion, se obtienen las siguientes ecuaciones de Navier-Stokes
en coordenadas cartesianas para un fluido newtoniano incompresible y de viscosidad
constante:

02u

ou_ ouw. o 0w\ _ .y o (0% 0%u 0%
p(at+uax+vay+waz)_x 8x+’u( +6y2+822) (2.78.)

d0x2

v, v, v W\ _y_9 ?v % | 9%
p(at+uax+vay+waz)—Y y+u( +20+27) (2.7h)

ow ow ow ow 2
,D(—+UE+UE+W8—Z)—Z——+,U(]C +— (27C)

at
Las ecuaciones de Navier-Stokes se pueden resolver para la distribucién de velocidad. La
velocidad se describe por sus tres componentes, u, v y w, que son funciones de la ubicacién
(x,y,2) y el tiempo. En general, los problemas de flujo de fluidos tienen cuatro incognitas:
u,v y w 'y la distribucion de presion, p. Se requieren cuatro ecuaciones para resolver las
cuatro funciones desconocidas. Las ecuaciones son las tres ecuaciones de Navier-Stokes, la

cuarta ecuacion es la ecuacién de continuidad (2.6) [13].

2.3.La ecuacion de la lubricacién de Reynolds.

La lubricacion hidrodinamica implica un flujo de pelicula delgada, y en la mayoria de los
casos la inercia del fluido y las fuerzas del cuerpo son muy pequefias e insignificantes en
comparacion con las fuerzas viscosas. Por lo tanto, en un flujo de pelicula delgada, los
términos inerciales [todos los términos en el lado izquierdo de Egs. (2.7 a-c) puede ser
ignorado, asi como las fuerzas del cuerpo X,Y, Z. Es bien sabido en dindmica de fluidos que

la relacion de la magnitud de los términos inerciales en relacién con los términos de

10
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viscosidad en Egs. (2.7 a-c) es del orden de magnitud del nimero de Reynolds, Re. Para un

flujo de lubricacion (flujo de pelicula delgada), Re <« 1, las ecuaciones de Navier-Stokes se
reducen a la siguiente forma simple:

ow_ (P, o o
ax H (6x2 + dy? + 622) (2.82)
ow_ (0 0w o
ay H (6x2 + dy? + 622) (2.8b)
on_ (P P o
az H (6x2 + dy? + 622) (2.8¢)

Estas ecuaciones indican que la viscosidad es el efecto dominante en la determinacion de la
distribucion de presién en un rodamiento de pelicula fluida. Los componentes de velocidad
del flujo en una pelicula delgada son principalmente uy w en las direcciones x y z,
respectivamente. Estas direcciones estan a lo largo de la capa de pelicula fluida. Al mismo
tiempo, hay un componente de velocidad relativamente muy lenta, v, en la direccion y a
través de la capa de pelicula fluida. Por lo tanto, el gradiente de presion en la direccion y de
la Eq. (2.8b) es muy pequefio y puede ser ignorado. Ademas, Eqgs. (2.8a y c) pueden
simplificarse ain mas porque el orden de magnitud de las dimensiones de la pelicula fluida
delgada en las direcciones x y z es mucho mayor que en la direccion y a través del espesor

de la pelicula. Los érdenes de magnitud son:

x =0(B) (2.9a)
y=0(h) (2.9b)
z=0(L) (2.9¢)

Aqui, el simbolo O representa el orden de magnitud. La dimension B es la longitud del
rodamiento a lo largo de la direccién del movimiento (direccion x), y h es un espesor medio
de la pelicula fluida. El ancho L esté en la direccién z de un control deslizante inclinado. En
un soporte hidrodinamico, L esta en la direccion z axial y se conoce como la longitud del
rodamiento.

En rodamientos hidrodindmicos, el espesor de la pelicula fluida es muy pequefio en

comparacion con las dimensiones del rodamiento, h < B y h <« L.« Mediante el uso de

11
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Egs. (5-8b), se puede hacer una comparacion entre los érdenes de magnitud de las segundas

derivadas de los diversos términos en el lado derecho de Eq. (5-7a), que son los siguientes:

Ziyg —0 (hi) (2.10a)
327121 —0 (BL) (2.10b)
‘;2712‘ =0 (L%) (2.10c)

En los rodamientos convencionales de longitud finita, las relaciones de dimensiones son de

los siguientes ordenes:

=0(1) (2.11a)

Wl W=

Las ecuaciones (2.9 a-c), (2.10 a-c) y (2.11 a, b) indican que el orden del término azu/ay2

-z . . 2
es mayor por 106, en comparacion con el orden de los otros dos términos, d u/axz y
2 S P . . .z
g u/ 972" Por lo tanto, los dos ultimos términos pueden ser descuidados en comparacion con

. . , . 2
el primero en Eq. (2.8a). De la misma manera, solo el término d W/ayz se conserva en Eq.

(2.8c). De acuerdo con los supuestos, el gradiente de presion a través del espesor de la

, d T . . P
pelicula, %, es insignificante, y las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a las siguientes

dos ecuaciones simplificadas:
—=u— and —=u— (2.12)

En un rodamiento largo, hay un gradiente de presién significativo solo en la direccion x; sin
embargo, para un rodamiento de longitud finita, hay un gradiente de presién en las
direcciones x y z, y las dos Egs. (2.12) son necesarias para resolver las distribuciones de flujo
y presion. Las dos Egs. (2.12) junto con la continuidad Eq. (2.6) y la condicién limite del

flujo se utilizan para derivar la ecuacién de Reynolds. La derivacion de la ecuacion de

12
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Reynolds se incluye en varios libros dedicados al analisis de la lubricacion hidrodindmica
ver Pinkus (1966) y Szeri (1980) [19]. La ecuacién de Reynolds es ampliamente utilizada
para resolver la distribucidn de presion de rodamientos hidrodindmicos de longitud finita. La
ecuacion de Reynolds para el fluido newtoniano incompresible y de viscosidad constante en
un espacio libre delgado entre dos superficies rigidas de movimiento relativo esta dada por:
ap (h3 dp d (h30p\ _ _ dh Kl _

(5 + 5 (20) = 6(U = Up) 2+ 65Uy + Uy) + 12V, = ) (2.13)
Los componentes de velocidad de las dos superficies que forman los limites de la pelicula se
muestran en la figura 2.3. Los componentes de velocidad tangencial, U1 y U2, en la direccion
x son de las superficies deslizantes inferior y superior, respectivamente (dos limites de

pelicula fluida). Los componentes de velocidad normal, en la direccion y,V1 y V2, son de

los limites inferior y superior, respectivamente.

Va
U,

U;

Figura 2.3 Direcciones de los componentes de velocidad de los limites fluido-pelicula en la ecuacion de
Reynolds. [17]

En un rodamiento hidrodindmico, estos componentes son funciones de x (o angulo 6)
alrededor del rodamiento. El lado derecho de Eq. (2.13) debe ser negativo para dar como
resultado una onda de presion positiva y capacidad de carga. Cada uno de los tres términos
en el lado derecho de Eq. (2.13) tiene un significado fisico con respecto a la generacién de la
onda de presién. Cada término es una accion que representa un tipo especifico de movimiento

relativo de las superficies. Cada accién da como resultado una presién positiva en la pelicula
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fluida. Las diversas acciones se muestran en la figura 2.4. Estas tres acciones pueden estar

presentes en un rodamiento simultaneamente, una a la vez o en cualquier otra combinacién.

AR
SRR

AR TELRRLRRRARY
NN NN N W RN

Figura 2.4 Acciones de pelicula viscosa que resultan en una onda de presion positiva. 1. Accion de cufia

viscosa. 2. Compresion elastica en el limite. 3. Accion de pelicula de compresién [17].

Las siguientes son las diversas acciones.

Accidn de cufia viscosa: Esta accion genera una onda de presion positiva arrastrando el fluido
ViSC0so a una cufia convergente.

Estiramiento elastico o compresion de la superficie limite: Esta accion genera una presion
positiva por compresion del limite. La compresion de la superficie reduce el volumen de
holgura y el fluido viscoso se exprime, lo que resulta en un aumento de la presion. Esta accion
es insignificante en rodamientos rigidos practicos. El estiramiento continuo o la compresion
de los limites no existen en la operacion de estado estacionario. Puede actuar solo como un
efecto transitorio, en condiciones dindmicas, para un material portador de elastomero. Esta
accion generalmente no se considera para materiales de rodamientos rigidos.

Accidn de squeeze-film: La accion de compresion genera una presion positiva por reduccion
del volumen de la pelicula fluida. El fluido viscoso incompresible se exprime a través del
espacio delgado. El espacio libre delgado tiene resistencia al flujo de la pelicula de
compresion, lo que resulta en una acumulacién de presion para superar la resistencia del flujo.
En la mayoria de los rodamientos préacticos, las superficies son rigidas y no hay accién de
estiramiento o compresion. En ese caso, la ecuaciéon de Reynolds para un fluido
incompresible y una viscosidad constante se reduce a:

a a (h3ap

h3 ap _ _ oh _
5(75) + 5(75) = 6(U; — Up) =+ 12(V, — V1) (2.14)
14



Instituto Tecnoldgico de Pachuca Javier Roldan Cruz

Como se indic6 anteriormente, los dos términos de la derecha deben ser negativos para dar
lugar a una onda de presion positiva. En el lado derecho de la ecuacién de Reynolds, el primer

término de movimiento deslizante relativo (U; — U,) describe un efecto de cufia viscosa.
Requiere superficies inclinadas, ah/ax, para generar una accion de cufia de pelicula fluida
que resulte en una onda de presion. La presion positiva se genera si el espesor de la pelicula
se reduce en la direcciéon x ( negativo ah/ax).

El segundo término en el lado derecho de la ecuacion de Reynolds describe una accion de
pelicula de compresién. La diferencia en la velocidad normal (V, —V;) representa el
movimiento de las superficies entre si, lo que se conoce como accién de pelicula de
compresion. Una presion positiva se acumula si (V, — V;) es negativo y las superficies se
acercan entre si. La ecuacion de Reynolds indica que un efecto de pelicula de compresion es
un efecto viscoso que puede generar una onda de presion en la pelicula fluida, incluso en el
caso de limites paralelos.

Es importante mencionar que la ecuacion de Reynolds es objetiva, en el sentido de que la
distribucién de presion debe ser independiente de la seleccion del sistema de coordenadas.
En la figura 2.3 las coordenadas son estacionarias y las dos superficies se mueven en relacion
con el sistema de coordenadas. Sin embargo, la misma distribucion de presion debe resultar
si las coordenadas estan unidas a una superficie y se mueven y giran con ella. Para mayor
comodidad, en la mayoria de los problemas seleccionamos un sistema de coordenadas
estacionarias donde la coordenada x esta a lo largo de la superficie del rodamiento y la
coordenada y es normal a esta superficie. En ese caso, la superficie inferior tiene solo una
velocidad tangencial, U,, y no hay un componente normal, V; = 0.

El valor de cada uno de los componentes de velocidad del limite del fluido, U,, U,, V;, Vs,
depende de la seleccion del sistema de coordenadas. Las velocidades de superficie en un
sistema de coordenadas estacionarias no serian las mismas que en un sistema de coordenadas
en movimiento. Sin embargo, las diferencias de velocidad en el lado derecho de la ecuacion
de Reynolds, que representan el movimiento relativo, son independientes de la seleccion del
sistema de coordenadas. La velocidad del centro debe considerarse para la derivacion de los

términos del lado derecho de la ecuacién de Reynolds. [17].

15
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2.4.Deduccion de la ecuacion de Reynolds.

Para comprender mejor cada término que aparecerd en la ecuacién de Reynolds, es
importante mostrar la ubicacion de las variables que intervienen en una chumacera

hidrodindmica. En la figura 2.5 se muestra una chumacera junto con el mufién en reposo.

Figura 2.5 Nomenclatura de una chumacera Hidrodindmica en reposo.

En donde R es el radio del mufidn, C, representa el claro radial (diferencia entre el radio de
la chumacera y del mufion), e, es la excentricidad medida del centro de la chumacera al
centro del mufidn, H es el espesor de lubricante. Para comenzar es necesario adimensionalizar
las ecuaciones de Navier-Stokes para poder trabajar en forma general; éstas se repiten a

continuacion:

ou ou ou ou 10u (azu 0%u azu)

Ju g By By, e 10u,, (Fu, Ou O 2.15
at T ox T dy T ox pox Ty d0x2 T dy? T 0z2 ( )
ov ov ov ov 10v 0%v | 0%v 6217)

Wy By gy o 20V, (T O O 2.16
at T dax T ay T ax pox (axz dy2 = 0z2 ( )
ow ow ow ow 10w 2w 2w azw)

W oy Wy Wy, O 0w (Fw Ty O 2.17
at T dx T ay T ax pox (axz dy? 0z2 ( )

Introduciendo los siguientes parametros adimensionales:

== y=X z==Z (2.18)

R’ Cr R
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— u — v — w
Uu=—, v= , W=—, T=uwt (2.19)
wR wCy wWR

Ahora es necesario sustituir (2.18) y (2.19) en las ecuaciones de Navier-Stokes, para
mostrarlo se calcularan todos los términos del primer y segundo miembro de (2.15) como se
muestra a continuacion:

Para el primer miembro:

ou _ 0(WRW) _ 5,00
= o) O Ra (2.21)
ou _ d(wRW) _ 9u
ax . own Yoz (2.22)
ou _ »2Ru
Ugy = WTRUTS (2.23)
ou _ d(wRW) _ (R)0u
ay ey ¢ (Cr) oy (2.24)
o _ 2R
v, =@ Rv 37 (2.25)
ou _ 9(wRW) _ 9
9z  9(Rz) Y (2.26)
N S
W= w Rw p (2.27)
Para el sequndo miembro:
9%u _ 0%(wRu) _ 2@
ax2  9(R¥)? R 0x? (2.28)
9%2u _ 9%(wRu) _ ® (R 2@
ay2 ~ a(Gy)? R (cr) 952 (2.29)
9%2u _ 0%(wRu) _ 2@
922 d(RZ)?2 R 922 (2.30)
Haciendo que:
p R\?
p= ; endonde: Py, = pyw (—) (2.31)
dim Cr
1p _ (1 RY o _ o (R) o
pox (;) pYw (cr) d(RT) Y% (cr) % (2.32)

17
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Sustituyendo en la primera ecuacion de Navier-Stokes (2.15) se tendra:

ou . _om . _om . _om w [821 R\2%02%u 9%m
R o) <y (£) 2 2 :
@ ar+uaf+ 637+W62‘ R af2+ Cr 6372+6z‘2 (2.33)

Procediendo de igual forma, se tendré para la segunda ecuacién de Navier-Stokes (2.16):

Para el primer miembro:

v _ 0WCD) _ 5. 0D
at a(i) = WG, P (2.34)
us = wlC,as (2.35)
vj—; = wzCrﬁZ—Z (2.36)
ov _ 2 _@
E =w CrW Py (237)

Para el sequndo miembro:

v _ 2werd) _ Cro 07D

ax2 ~ 9(RX)2  R? d%? (2.38)
%y _ 9*(wCrD) _ w 3%

ay2 ~ a(Cy)? | Cray? (2.39)
v _ 9%wGi) _ 06 9%F

922 a(Rz)? _ R? 027 (2.40)

Haciendo que:

p= P;im; endonde: Py, = pyw (C%)z
%Z_z - (%) pY® (cﬁ)2 a(acﬁy) =7 (cﬁ)z% (2.41)

Sustituyendo en la segunda ecuacion de Navier-Stokes (2.16)

= = = = 255 25 25 25
ov _ 0y _0v _ 0V w (R ap Crw |04V 0°v w 0D
2 r
w*“C (— U—+v— W—) —(—) — — 4+ — —— 2.42
T \ort T % T oy T 9z ¢ \¢.) 9y Y22 a2 ™ 922 ycr 372 ( )

Analogamente para la tercera ecuacion se tendra:

2R (247224 52 4 2 = 2(5)2@ wlo?w (5)202_W o*w
wR(ar+u6f+v637+Waz‘ - )/R Cr aZ-+yR afz+ Cr ay2+az2 (2-43)
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Multiplicando a las ecuaciones resultantes por el factor:

1 puL w ‘ Cr 2 2
——, y recordando que: Re = — = —, yademas: Re, = Re (—) R
m(ﬁ) u 14 R
R C‘r

Se puede escribir:

ou  o0m  Souw . om\_ _0p (&)Zaz_ﬂ a4 2
Re*(at+uaf+vay+waz_)— 6f+ R 6f2+6z'2 +ay2 (2.44)
R (&)2(@+—a_ﬁ+ﬁ@+—@)__@+(&)zﬁ+az_ﬁ]+(c_r)2ﬁ (2.45)
€\ ar T Yoz ay Wiz = ay R/ loxz ' 8z2 R/ 09y2 '
R (a_w_l__a_w_l_ﬁa_w_l__a_w)__@_l_(&)z[azw_'_az_w]_'_az_w (2.46)
€\or T Y%z ay Woz) = "oz R ax2 = 9z2 dy2 '

Notando que para una chumacera debe cumplirse que:

=107% Re.<1 (2.47)
Entonces las ecuaciones (2.44), (2.45) y (2.46) toman la forma:

9 _ o (2.48)

% _ (2.49)

SY)
<y

Q)lQ)
N D)
QO
N
S|

= (2.50)

De la segunda ecuacion se puede notar que:

p(¥) = constante, 0 bien p = p(x, 2).

Regresando a las variables adimensionales de las ecuaciones restantes, se tendra:

19p 03%u

ap _ 92
io = o 252

19



Instituto Tecnol6gico de Pachuca

Javier Roldan Cruz

1y Vo

L,
L,

W

y=0 >
wi=wy=0 / u

111, Vi

Figura 2.6 Frontera de una chumacera hidrodinamica [12].

Integrando dos veces a (2.51) y usando los valores de la frontera en la chumacera (figura

2.6), se puede escribir:

ap(x,
u@y) = ~2EDyy )ty + o, u(0) = uy,

2u  0x

Donde:

ap(x, _
u() = =By (y - H) + 22y 4y

Integrando dos veces a (2.52) se tendra:

Ip(x,
w) = -0y (y — H),  w(0) = w(H) =0,

De la ecuacién de continuidad:

u v w_g
ax 9y 9z

O bien:

dv _ du ow
dy 9x 9z

Notar que:

u, = uy(x,2)

u(H) = u,

cg=¢c;=0

(2.53)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)
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uZ = UZ(X,Z)
H =H(x,z)

Sustituyendo en la ecuacién continuidad

617 _ 6 1 ap _ 9 La_p _
~ oy = 9% |zaox” y(y—H) + 22y +uy +2 27 20927 y(y — H) (2.57)
u(y) w(y)
Integrando a (2.57) con respecto de “y”:
v _ H(xz) 6 H(x,z) 6 1 dp

~[Zay =], uOdy ;7 & | =22 y(y = H)| dy (258)
O bien:

r@ofxa) ;, _ 9 cr(a) _ ar
Jo S dx =0 f f @)dx = f(r(a),a) (2.59)

Identificando las variables:
x>y

r(a) » H(x, 2)

a—XxX,z

Aplicando (2.59) al primer término del segundo miembro de (2.58):

Ho[1d ]

IX 5&32 & ]dy——iﬁf y(y —H)dy + = “1f ydy +
o [1 H® dp|, O [wtup ] . OH

ulf dy] uz ox  ox [ﬂ 6 ax]+ax[ 2 H] Uz 5 (2.60)

De manera similar, aplicando (2.59) al segundo término del segundo miembro de (2.58):

Finalmente, sustituyendo en (2.58):

vV — v, = —i;—x[H3(x,z) -Z—Z] —i%[H%x,z) -a—Z] +H[%H] +

21



Instituto Tecnol6gico de Pachuca Javier Roldan Cruz

u1+u2 6H 6H
2 o 2o (2.52)

Reordenando se obtiene la ecuacion de Reynolds:

(estrechamiento) (cufia) (extension)
a ap a ap OH P)
(1) + 2 (13- 2) = T2p(v, — v1) + 6ty — ) 2o+ 6 H o (11 +uz) (2.63)
Ecuacién de Reynolds H=f(x,z)

2.5.Ecuacion de Reynolds en coordenadas cilindricas.

En esta seccion se mostraré el desarrollo completo elaborado por el Dr. Ignacio Ramirez
Vargas en el desarrollo de su tesis doctoral “Teoria de chumaceras presurizadas con puertos
puntuales: Caso de lachumacera corta” para transformar la ecuacion de Reynolds a
coordenadas cilindricas, recordar que la chumacera tiene la forma de un cilindro y esto hara
que los analisis y desarrollos posteriores sean mas faciles de realizar. En la figura 2.7 se
muestra el espesor de la pelicula de lubricante H en el sistema de coordenadas cartesiano, el
eje X. coincide con la superficie en reposo de la chumacera, por lo que ahi las velocidades

son iguales a cero [12].

.y
iy
vy
pf’xjy)z)'l H
, =v = x
Reposo

=z
Figura 2.7 Espesor de la pelicula lubricante en la chumacera [12].

Por lo anterior, la ecuacion de Reynolds (A.58) puede escribirse como:

o (H3adp d (H®adp\ _ 0H ou,
5(75) + 5(75) = 12172 - 6u2£ + 6H¥ (264)
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El espesor de la pelicula del lubricante va cambiando a lo largo de la circunferencia de la
chumacera, dando como resultado que existan posiciones para las cuales toma un valor
maximo y minimo respectivamente. En la figura 2.7 aparece una chumacera junto con el
mufion para una posicion arbitraria, en donde O representa el centro de la chumacera y J es
el centro del mufién, S es un punto arbitrario en la pelicula de lubricante y ¢ es el &ngulo de

equilibrio.

Figura 2.8 Posicidn arbitraria del mufién en una chumacera [12].

Es posible encontrar una expresion para el espesor del lubricante a partir de un analisis
geométrico como sigue:

Aplicando el teorema de cosenos al triangulo SOJ, se tendra:
(R+H)?=(R+C)?>+e—2(R+C)e;Cos(m—0) (2.65)

Simplificando y notando que algunos términos son pequefios:

2RH + H? = 2RC, + C? + e RCos0 + 2C,e;CosO (2.65)
H = C, +ey,Cosf (2.66)
Haciendo:
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_ & "
£=2 h = - (2.67)
En forma adimensional

h(8) =1+ &,Cos0 (2.64) (2.68)

En la figura 2.9 aparece la gréafica de (2.68), en donde se aprecia la variacion del espesor de

la pelicula del lubricante.

hl‘

1+ ¢

[ l )

Figura 2.9 Posicidn arbitraria del mufién en una chumacera [17].

Notar que:
0<e<l, hpp(@=m)<h(O) < hyu,@=0)

Para transformar la ecuacion de Reynolds, es necesario calcular cada término de (2.64),
observar que aparecen las componentes de velocidad en la pelicula del lubricante u,, v,; para
encontrarlos partiremos de la velocidad del mufidn en el punto J.

En la figura 2.9 aparecen los vectores unitarios en las direcciones radial y transversal del
punto S para una posicién arbitraria, asi como los vectores en el centro del mufién (medidos

desde la linea de carga).
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Horizontal

Figura 2.10 Vectores unitarios en las direcciones radial y transversal del punto arbitrario S de la pelicula de

lubricante, y el centro del mufién J [12].

De la figura 2.10 se puede ver que la relacion entre los vectores unitarios en el centro del

mufion y el punto S esta dada por:

U = Uy Cos (6 — %) + Ur Sen (6 - %) (2.69)
Senf —Cos6

U, = —UnSen (6 =) + UrCos (6 — %) (2.70)

Ug = U,Send — U,Cos6 (2.71)

U. = —U,Cos6 + UpSend (2.72)

Nota: ¢ +f =~

Por lo tanto, la velocidad del punto “J” se puede escribir como:

Vi = C.éU, + C.efUs (2.73)
O bien usando (2.71) y (2.72), en las direcciones transversal y normal

Vj = Uy (—C,£Cos8 + C,efSend) + Ur(C,£Send — C,efCos6) (2.72)

La velocidad del punto movil S se puede encontrar a partir de las velocidades relativas

siguientes:
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s s 2.73

Us/] US U] ( )

O bien:

=7 +7 s, (2.74)
wi;;ls

Observar que en (2.74) es necesario encontrar el vector 75 para poder realizar el producto
vectorial. En la figura 2.11 se muestra este vector junto con unos trazos adicionales que

permiten un analisis mas sencillo.

Figura 2.11. Vector junto con trazos adicionales que permiten un analisis méas sencillo [12].

De la figura anterior se puede ver que:

s = — |Tos — €y Cos(m — 0)] U, — [eo Sen(m — )| U, (2.75)
—Cos6 +Sen6

O bien:

s = —(ros + e,Cos0)U, — (e,Send)U, (2.76)

Aplicando el teorema de cosenos al triangulo SOJ:
R? =192 + el — 2rpseqCos(m — ) (2.77)

2
R? =152 + (Cﬁ) + 215Gy £ Cost (2.78)

0 0
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R ~ rOS (279)
Entonces se tiene:
s = —RU, — C,eSendU, (2.80)

De (2.74), el producto vectorial sera:

"

R { ik
175/] = wk X 7jg = 0 0 w (2.81)
—C,eSenf —R 0

Notar que: ﬁn =jy ﬁt = 1, después de desarrollar el determinante se tiene:
175/] = wk x5 = RwU, — C,ewSendU, (2.82)

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (2.72) y (2.82) en (2.74) se obtiene la velocidad
del punto movil s:

g = (C.£Cos0 + CrefSend — CrewSend) U, + (C.éSenf + Rw — CrefCos6)U, (2.83)
De la ecuacion anterior se puede reconocer:

v, = CéCosO + C,efSend — Créw;Senb (2.84)
u, = C,£€5enf + Rw — C.£CosB (2.85)

Las componentes encontradas deberan ser sustituidas en el segundo miembro de la

ecuacion de Reynolds que se repite a continuacion:

o (H3adp d (H3dp\ _ 0H ou,
= (5-22) + 2 (F52) = 12v, — 6u, 5 + 6H 52 (2.86)

Para continuar con la transformacién a coordenadas cilindricas, se calculara cada término

por separado de la ecuacion de Reynolds como sigue:

Haciendo:
x = RO (2.87)
dx = Rd6 (2.88)

Y reconoce que el espesor de la pelicula de lubricante se define como:

H = C.(1+ &Cosb) (2.89)
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De la ecuacion de Reynolds, para cada termino (primer miembro):

2O =i = () (2.90)
=) =0 (50 (2.9)

De forma similar al caso anterior, usando (2.84) y (2.85) se tiene para cada término en la

ecuacion de Reynolds (segundo miembro):

OH _ OH(®) _ 1
ox koo~ glreSend (2.92)
auz _ 1

o — R (C éSenf + Rw — C 6,6’6059) = (C £CosB + C s,BSenG) (2.93)
Uy ‘3—: = (Cre'SenB + Rw — CréﬂCose) (—%CrsSenH) (2.94)

Simplificando la ecuacion anterior y eliminando los términos pequefios:

Uy Z: CT *€ Sen (2.95)
“o” ©
U, g—: = —wC,eSenb (2.96)
El dltimo término del segundo miembro de (2.86) se puede escribir como:
2% = —5(1 + £C0s0)(C,£C0s0 + C,éfiSend) ~ 0 (2.97)

°
Sustituyendo las ecuaciones (2.90) a la (2.97) en la ecuacion (2.86), y después de

simplificar y agrupar se obtiene la ecuacion de la lubricacion de Reynolds en coordenadas

cilindricas:

2 (RP@%)+rRZ(RP(O)2) = 12" [c £Cos6 + Cye (f —2) Sens| (2.98)

Es posible simplificar ain mas a la ecuacion anterior, haciendo las siguientes sustituciones

en el segundo miembro:

- o\1?
vE = (&) +|Coe (- 2] (2.99)
En donde:
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Cosa = %‘é, Sena = %’ Tana = M (2.100)

S Vs Cre

La ecuacion de Reynolds toma la forma:
2 (n3(g) 2" 29 (13(9)9P) = 19 #R%Vs
2 (h30)%) + R - (n3 () 3E) = 12 5 Cos(0 + a) (2.101)

En estado estacionario (posicion de equilibrio) se tiene que § = 0, y ¢ = 0, lo que implica
de (2.100) que: a = 7T/Z; entonces la ecuacion de Reynolds en estado estacionario se

escribe como:

2 (3@ L) + R 2 (R3(0) 2) = 125 (—e 2 5eno) (2.102)

c?
2.6.Modelo de una chumacera corta.

Una chumacera sera considerada corta si la longitud axial L es muy pequefia en comparacion

.z . . " L ‘ . o
con el diametro D, en términos matematicos: o’ en términos numéricos una buena

L

. ., , 1 H
consideracion sera: > =3 [14]. Estas chumaceras son ampliamente usadas y por lo

consiguiente estudiadas y analizadas siendo el caso por Dubois y Ocvirk quienes asumieron
que el gradiente de presion radial de la chumacera es mucho menor que el gradiente de
presion en la direccidn axial. Por lo consiguiente recordando la ecuacion de Reynolds (2.5)
y despreciando el término donde corresponde la presion angular se tiene el modelo clasico
de una chumacera corta [8].

(2)2 aiz‘ (h3 (6) %) = 12n(—esinh) (2.103)

L
2.7.Modelo de una chumacera infinitamente larga.

Una chumacera sera considerada larga si la longitud axial “L” es muy grande en comparacion

con el didmetro “D”, en términos matematicos: L> D, en términos numéricos una buena
f .z ;. L P .
consideracion sera: 52 2, para la chumacera infinitamente larga donde el gradiente de

presién radial de la chumacera es mucho mayor que el gradiente de presion en la direccién
axial. Por lo consiguiente recordando la ecuacién de Reynolds (2.5) y despreciando el
termino donde corresponde la variacion de presion axial se tiene el modelo clasico de una

chumacera infinitamente larga [19].
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y (h3(9) Z—z) = 12n(—esind) (2.104)

2.8.Capacidad de carga en soportes hidrodinamicas.

La figura 2.11 muestra la capacidad de carga, W, de un rodamiento y sus dos componentes,
W, y W,. Ladireccion de W, es a lo largo de la linea de simetria del rodamiento O — 0,. Esta
direccion esta inclinada en un angulo de actitud, f, desde la direccion de la fuerza externa 'y
la capacidad de carga, W. En la figura 2.11 la fuerza externa esta en una direccién vertical.
La direccion del segundo componente, W, es normal a la direccion W,.

La capacidad de carga elemental, dW, actia en la direccion normal a la superficie del

soporte. Es el producto de la presion del fluido, p, y un area elemental,

2

64UR (P-Po) 8
— =106
‘,’\1 == =g=07
! v d ~e—g =8
l'f "l — -g=09
0 T .:‘ ------ et 2n
l 'lo!‘-.
\ .ff
. !
I
l\u-‘
-8

Figura 2.12 Ondas de presién en un rodamiento infinitamente largo y completo segln la solucién de
Sommerfeld [17].
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. W.-
7

Figura 2.13 Componentes hidrodinamicos de fuerza de rodamiento [17].

La superficie del soporte es delimitada por un pequefio angulo, df. Una fuerza del fluido
(dW = pdA) esta dada por:
dW = pLRd6 (2.105)

La presion actda en la direccion normal a la superficie del soporte, y dW es un vector de
fuerza elemental radial dirigido hacia el centro del soporte, como se muestra en la figura 2.11
En un plano deslizante, la presion actla en una direccion y la capacidad de carga se ha
derivado mediante la integracion de la onda de presion. Sin embargo, en un soporte
hidrodinamico, la direccién de la presion varia alrededor del rodamiento, y la simple suma
de las fuerzas elementales, dW, no producira la fuerza resultante. Para permitir la suma, la
fuerza elemental, dW, se divide en dos componentes, dW, y dW,,, en las direcciones de W, y
W, respectivamente. Mediante el uso de componentes de fuerza, es posible tener una suma
(por integracion) de cada componente alrededor del rodamiento. Los componentes
elementales de la fuerza son:

dW, = —pLRCos0d6 (2.106)

dW, = pLRSen6d6 (2.107)
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Los dos componentes de la capacidad de carga, W, y W, estan en las direcciones X eY,
respectivamente, como se indica en la figura 2.11 Noétese el signo negativo en Eq. (6-40), ya

que dW, es opuesto a la direccion W,.. Los componentes de carga son:

W, = —LR " pCos6d6 (2.108)

W, = LR [" pSendde (2.109)

El &ngulo de actitud ¢ en la figura 2.11 esta determinado por la relacion de los componentes

de fuerza:

Tang = -2 (2.110)

Yy
Wy
2.9.Capacidad de carga basada en las condiciones de Sommerfeld.

Los componentes de capacidad de carga se pueden resolver mediante la integracion de Egs.
(2.108) y (2.109), donde p, puede simplificarse si los componentes de la capacidad de carga

se derivan directamente del Eq. basico (2.111) del gradiente de presion:

dp _ h—hg
2L = 6Uu" (2.111)

Esto se puede lograr empleando la siguiente identidad para la derivacion del producto:
(uv) = uv’ +vu’ (2.112)
La integracion y reorganizacion de Eq. (2.112) da como resultado

fuv' =uwv— [u'v (2.113)

Con el fin de simplificar la integracion de Eq. (2.108) para el componente de capacidad de
carga W,, se realizan las sustituciones u = p y v" = Cos6. Esta sustitucion permite el uso
de la regla del producto en Eq. (2.113), y la integral en Eq. (2.108) da como resultado los

siguientes términos:
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[ pCostd® = pSend — [ < Senddo (2.114)

De manera similar, para el componente de capacidad de carga, W, en Eq. (2.109), las

sustituciones u = p y v’ = Sen# resultan en:
[ pSen8dd = —pCost + [ <X Cosodo (2.115)

Las ecuaciones (2.114) y (2.115) indican que los componentes de capacidad de carga en Egs.
(2.108) y (2.109) se pueden resolver directamente desde el gradiente de presion. Mediante el
uso de este método, no es necesario resolver la onda de presion para encontrar los
componentes de capacidad de carga (ofrece la simplificacion considerable de una integracion
simple en lugar de una integracion doble compleja). El primer término, en el lado derecho en
Egs. (2.114) y (2.115) es cero, cuando se integra alrededor de un rodamiento completo,
porque la presion, p, es lamismaen8 =0y 0 = 2m.

La integracion del altimo término en Eq. (2.114), en los limites 6 = 0 y 8 = 2, indica que
el componente de carga, W,, es cero. Esto se debe a que es una integracion de la funcion
antisimétrica alrededor del rodamiento (la funcidn es antisimétrica en los dos lados de la linea

central O — 0, que se cancelan entre si). Por lo tanto:
W,=0 (2.116)

La integracion de Eqg. (2.109) con la ayuda de la identidad (2.115), y utilizando el valor de

h ,en da como resultado:

6UUR?L J
w, = 2= (1, —ﬁlg) (2.117)

Sustituyendo los valores de I,, y J,, en funcidn de e se obtiene la siguiente expresion para el

componente de capacidad de carga, W,,. El otro componente es W, = 0; por lo tanto, para las

condiciones de Sommerfeld, W, es igual a la capacidad de carga total, W, = W,

W = 12muUR?L £ (2.118)

C2  (2+e2)(1-£2) /2
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El &ngulo de actitud, ¢, se deriva de Eq. (2.110). Para las condiciones de Sommerfeld, W, =

0 y Tang — oo; por lo tanto
¢ = g (2.119)

La ecuacion (2.119) indica que, en este caso, la linea de simetria O — 0, es normal a la

direccion de la capacidad de carga W'.

2.10. NUmero de Sommerfeld.

La ecuacion (2.118) es la expresion de la capacidad de carga del rodamiento en un rodamiento
largo que opera en condiciones estables con las condiciones de contorno de Sommerfeld para
la onda de presion. Este resultado se obtuvo para un rodamiento de pelicula completa sin
ninguna cavitacion alrededor del rodamiento. En la mayoria de los casos practicos, esta no
es una expresion realista para la capacidad de carga, ya que hay cavitacion de fluido en la
region de aclaramiento divergente de la presion negativa. La solucion de Sommerfeld para la
capacidad de carga se ha mejorado mediante la aplicacion de un analisis mas preciso con
condiciones de contorno realistas de la onda de presion. Esta solucion requiere iteraciones
realizadas con la ayuda de una computadora.

Con el fin de simplificar el disefio de los rodamientos de diario hidrodinamicos, los resultados
realistas para la capacidad de carga se proporcionan en forma adimensional en tablas o
gréficos. Para este propdsito, un nimero adimensional es ampliamente utilizado, siendo el
namero de Sommerfeld, S.

La ecuacion (2.118) se puede convertir a forma adimensionales si todas las variables con
dimensiones se colocan en el lado izquierdo de las ecuaciones y la funcion adimensionales
de e en el lado derecho. Ademas, es tradicion en esta disciplina tener el grupo adimensionales
de Sommerfeld en funcion de la velocidad del soporte, n, en revoluciones por segundo, y la

presién media del rodamiento, P, de acuerdo con las siguientes sustituciones:

U = 2nRn (2.220)
W = 2RLP (2.221)
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Sustituyendo Egs. (2.220) y (2.221) en Eq. (2.118), obtenemos la siguiente forma
adimensional del nimero de Sommerfeld para un soporte hidrodinamico infinitamente largo

donde no se tiene en cuenta la cavitacion:

2 2 2 1/2
_ e (R\" _ (2+e?)(a-¢?) 2
§= P (Cr) - 12m%¢ (2'222)
El nimero de Sommerfeld adimensional es una funcién de & solamente. Para un rodamiento
infinitamente largo y las condiciones de contorno de Sommerfeld, el namero S se puede
calcular a través de Eq. (2.222). Sin embargo, para fines de disefio, utilizamos las condiciones

realistas para la onda de presion. Se han calculado los valores de S para varias relaciones de
. .y L / - ,
longitud y dlametro,g. Este parametro es conocido como el nimero de Sommerfeld o carga

adimensional, se usa para caracterizar el funcionamiento de las chumaceras y se puede decir
que, si el numero de Sommerfeld aumenta, la capacidad de soportar carga disminuye y
viceversa [17].
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Capitulo 11

Campos de presion en chumaceras

hidrodinamicas clasicas de longitud finita

Conocer los campos de presion que se generan es de suma importancia considerando que se
puede llegar a determinar las regiones donde la pelicula de lubricante puede romperse
(cavitacion), encontrando el umbral entre una condicion hambrienta (starved) o inundada
(fully flooded), y el lugar donde se encuentra el valor de maxima de presion. Al conocer el

campo de presion, se puede realizar la caracterizacion de una chumacera hidrodinamica [20].

Aceite

Figura 3.1 Vista transversal de una chumacera hidrodinamica [21].

3.1. Adimensionalizacion de la ecuacion de Reynolds para

chumaceras de longitud finita.

Considerando las ecuaciones de Navier — Stokes para el caso de lubricacion hidrodinamica
en el modelo clasico, éstas se reducen a la ecuacion de Reynolds, la cual permite hacer un

analisis que permite determinar el campo de presién en funcién de p(z, 8), por lo tanto, al
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dar solucion se logra predecir el comportamiento de una chumacera hidrodinamica.

Recordado que la ecuacion de la lubricacion de Reynolds se puede escribir como [14]:

—(R*2) + R (h3%2) = 12

2 (h22 o0 u;j |C.éCos + 2 (¢ —2) Seno) (3.1)

Para la ecuacion (3.1) se consideran las siguientes condiciones frontera:

<z<

N |~
N |~

, 0<6<2m h(6) = 1 + eCosb (3.2)

p (%) =0, p (-%) =0, p(6 + 2m) = p(6) (3.3)
Donde p es la presion, 6 es la coordenada circunferencial medida a partir de la linea de
centros, z es la coordenada axial a lo largo de la chumacera, ¢ es el angulo de atitud (o angulo
de equilibrio), C, es el claro radial, € es la excentricidad adimensional, R es el radio de la
chumacera, u es la viscosidad dinamica, h es el espesor de la pelicula lubricante en forma
adimensional y w es la velocidad angular del mufion.

De forma general €y ¢ son diferentes de cero, pero en la posicion de equilibrio estas
cantidades tienen respuesta vibratoria del sistema considerando cargas, entonces €y ¢
deberan considerarse. Para trabajar de forma general es necesario presentar la ecuacion de
Reynolds en forma adimensional, es necesario recordar que esta ecuacion es representada

por (3.1), en donde se puede definir [4]:

2 . p_L
V2 = (C8)* + [Crg ((p - %)] Cosa =<%,  Send = M (3.4)

Vs Vs

Entonces la ecuacion de la lubricacion de Reynolds puede escribirse como:

2 (p30p 29 (p39P) _ 1 HR?

a0 (h ae) R (h az) =12 c3 Vs (6 + a) (35)
En la posicion de equilibrio se tiene: ¢ = & = 0, entonces (3.4) puede escribirse como:

Crew
2

a= g, Cos (0 +g) = —Senf, V, = (3.6)

Sustituyendo las relaciones (3.6) en la ecuacidn de la lubricacion de Reynolds (3.5) en

estado estacionario (equilibrio) queda como:
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“Iz;w (—eSenb)

35 (17 55) + R 5 (W°53) = 6

(3.7)

Para tener mayor generalidad, se usan las siguientes sustituciones para adimensionalizar a

(3.7).

i e @@ et

Realizando la sustitucién de (3.8) en (3.7) se obtiene:

() [ r0P) e gt (0 )] - s

cr

)

Simplificando (3.9) se obtiene:

(0 2)+ (&) 3@ 2) = tent-ssne

L

3.2.Determinacion de campos de presion para casos especiales.

(3.8)

(3.9)

(3.10)

La ecuacion de Reynolds es una ecuacion diferencial parcial eliptica de segundo orden, por

lo que su solucion con condiciones de contorno realistas, no se ha podido expresar

analiticamente. Por lo que se han empleado casos especiales: chumaceras con solucién

son L 1 ., . L .
analitica 5=3Y chumaceras largas con solucion analitica o2 2 de forma exitosa [10].

3.2.1. Determinacion de campos de presion para chumaceras cortas

., e L 1
con solucidén analitica > < "

En esta seccidn se resolvera el modelo clasico de una chumacera corta, esta es conocida como

solucién de Orvick [1]. Hay que recordar que la ecuacion general de Reynolds se puede

escribir como:
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2 (2 +r2 2 (P 2) =12 "R [CreCos0 +& (¢ —2) Sens] (3.11)
—2<z<7, 0<6<2m, h(6) =1+ £CosO (3.12)
p (%) =0, p (-%) =0, p(8 + 21) = p(6) (3.13)

Para el caso de chumacera corta, se analiza la solucién de la ecuacion de Reynolds, conforme
a [22] se puede determinar si una chumacera puede ser considerada corta.

290 (1,399 _ 1 HR?
R az‘(h az‘) =12 C?

-2 sene] (3.14)

Sustituyendo las variables adimensionales (3.8) se obtiene la ecuacion de Reynolds para

chumaceras cortas [10]

_ 2
aiz_(h3 %) =—12m (%) £ Send (3.15)
—1<7z<1, 0<0<2m, p(Z=41)=0 (3.16)

Resolviendo (3.15) e implementando las condiciones frontera (3.16) se obtiene el campo de

presion en una chumacera corta.

Ppey = —6T (5)2 _foa¥end (72 _q) (3.17)

D/ (1+&gcyCos 8)3
El subindice Ocv de la presion y la excentricidad que se muestra en (3.17), hace referencia

al resultado de la solucion de Ocvirk. En la figura 3.1 se muestra el campo de presion en

. .. s = L 1
una chumacera hidrodindmica corta del modelo clasico para (E) =7

Figura 3.2 Campo de presién clasico en una chumacera corta como funcion de las coordenadas axial y

circunferencial respectivamente, para ¢=0.3 y% = % [10].
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3.2.2. Determinacion de campos de presion para chumaceras largos

., Lo L
con solucidén analitica > > 2.

En el caso de la chumacera larga se asume que el gradiente de presion en la direccion axial
de la chumacera es pequefio y se desprecia en comparacion con los gradientes de presion
alrededor de la chumacera, esto es porque la distribucion de presién no depende de los valores
en la frontera [8].

Considerando la ecuacion (3.1) y despreciando el término del gradiente de presion en la

direccidn axial de la chumacera, se tendréa el modelo clasico de una chumacera larga.

9 (3P _ oh
a0 (h ae) B 12”39 (3.18)
Las integrales presentes en la ecuacion (3.18) presentan una gran complejidad, por lo tanto,
por medio de la sustitucion universal Arnold Sommerfeld que introdujo en 1904, se logra
determinar el campo de presion en la pelicula del lubricante de una chumacera larga [23].

Sustitucion de Sommerfeld y sus relaciones:

h(6) =1+ ¢CosO = 1_18‘;;” (3.19)
Sen = L=ESew (3.20)
1—eCosy
0s = —"—— .
Cos @ = S25r=¢ (3.21)
1—eCosy

Aplicando (3.19) en (3.18) e integrando se obtiene la distribucion de presion de la siguiente

forma.

1 1
y—eSeny 2 (y—ZSSeny +5£2y+28259n2y)
5

p(6) = 12n + Py (3.22)

(1-€2)2 (1—82)§(Z+£2)
Simplificando a (3.22) se obtiene la expresion de distribucion de presion en términos de .

12meSeny

:(2—¢?—¢eCosy) +p, (3.23)

(2+£2)(1-€2)2

p(6) =
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Utilizando las relaciones obtenidas a partir de la sustitucion de Sommerfeld se obtiene la

expresion de la presion en términos de 6

— __ 12meSenf (2+&Cos 6)
pSom(Q) T (2+€2)(1+€ Cos 0)? (3.24)

Figura 3.3 Campo de presidn condicién de frontera de Sommerfeld, chumacera larga, para una excentricidad
e=0.1.
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Capitulo IV

Propuestas de solucion para la ecuacion de la
lubricacion de Reynolds en chumaceras de

longitud finita

4.1.Propuesta 1: Solucion hibrida, a partir del funcional de la

Ecuacion de Reynolds.

La propuesta de solucion hibrida en la ecuacion de la lubricacion de Reynolds se establece a
partir de la obtencion de una distribucion parabolica de presion, encontrando un funcional
que contenga las energias presentes en el sistema tanto de movimiento como de posicion,
posteriormente, se procede a realizar la minimizacion con la intencién de que el sistema
funcione con la minima energia posible, de esta forma se obtiene una ecuacién diferencial
ordinaria, la cual puede resolverse mediante una propuesta de solucién parabdlica utilizando
métodos numericos.

A partir de la ecuacion (3.10) para chumaceras hidrodinamicas y considerando las soluciones
(3.17) y (3.24), se realiza la propuesta de solucion con perfil axial parabdlico para una

chumacera de longitud finita:

P(8,2) = £(6) [k - @Z] (4.1)

Considerando

__z
zZ ==
L

k = constante
Para comprobar que p(6, z) cumple con las condiciones necesarias de minima energia, sera
necesario realizar la sustitucién en una formulacion:

Sea la ecuacion general de Reynolds en coordenadas cartesianas. Ver ecuacion (4.2)
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[H3 —] +— [H3 —] =12u(v, — vy) + 6(u; — uz) + 6,uH—(u1 —Uy) (4.2)

Para realizar la formulacién serd utilizado el método de residuos ponderados que se analizara

en la siguiente seccion.

4.1.1. Método de residuos ponderados (MRP).

La aplicacion del MRP consiste basicamente en aproximar la variable dependiente del
problema por expansiones en series de funciones conocidas, con coeficientes por determinar,
llamadas de funcién tentativas. En MRP elegimos una solucion aproximada como una
combinacion lineal de funciones elegidas con el fin de respetar las condiciones de contorno.
Este método es utilizado para encontrar un minimo para el residuo de una EDP con base a lo
siguiente:
J,RwidD =0 i=12..m (4.3)
D = dominio de solucion

= funciones de ponderacion linealmente independientes
De (4.2) se puede escribir en forma de operadores como:
L(p) = f(x,2) (4.4)
De esta forma sera necesario determinar una funcion ¢ (ponderacion) tal que:

w(p) = [, L) — flds = [, [ $[L(p) — fldxdz (4.5)

Es posible determinar una ¢, tal que represente las energias en el lubricante, usando el calculo

de variaciones y con ayuda del teorema de HELMHOLTZ se obtiene el funcional:

J®) = [l {52 (vp + 1T - Vp - 2p5%)} ds (4.6)
Considerando
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U- Vp (u11+u2k) (6p” S—ZIE) (4.8)

Realizando la sustitucion de la propuesta de solucion (4.1) en el funcional (4.6) y de la
ecuacion generalizada de la energia, usando la regla de Leibniz para derivar bajo el signo de
la integral, se obtiene la condicidn necesaria para aceptar una solucion del tipio (4.1).

L[y __(5)2 H3f(6) = SwR> 2 (4.9)

6u do L
Donde el espesor de la pelicula del lubricante esté definido por la siguiente expresion:
H = ¢, (1+ &Cos0) (4.10)

Recordando las siguientes variables adimensionales:
e=2 h== (4.11)

Utilizando las variables anteriores se realiza la adimensionalizacion de (4.9), obteniendose

una ecuacion diferencial no lineal de la siguiente forma:

h3 Ze’; 3h2£Sen9— —10(2) h*f(0) = —30eSend (4.12)

La ecuacion (4.12) es altamente no lineal en la variable 6 por lo tanto debe resolverse
numéricamente. Usando MATHEMATICA se han encontrado varias soluciones para

distintos valores de L/D y diversas excentricidades dadas. Ver graficas 4.1- 4.8.
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Figura 4.1 Grafica de solucién numérica de (4.13) para valores de % = 0.25, f(0) =0,f(6) = 1.8,con

excentricidades de 1)e; = 0.1, 2)g, = 0.5, 3)e; = 0.8
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Figura 4.2 Grafica de solucién numérica de (4.13) para valores de % =0.5},f(0)=0,f(6) =18, con

excentricidades de 1)e; = 0.1, 2)e, = 0.5, 3)e; = 0.8
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Figura 4.3 Grafica de solucion numérica de (4.13) para valores de% =1,f(0)=0,f(6) = 1.8, con

excentricidades de 1)e; = 0.1, 2)¢g, = 0.5, 3)e; = 0.8
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Figura 4.4 Grafica de solucién numérica de (4.13) para valores de% =1.5f(0)=0,f(6) = 1.8, con

excentricidades de 1)e; = 0.1, 2)¢e, = 0.5, 3)e; = 0.8
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o
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Figura 4.5 Grafica de solucion numérica de (4.13) para valores de% =2,f(0)=0,f(6) = 1.8, con

excentricidades de 1)e; = 0.1, 2)¢g, = 0.5, 3)e; = 0.8

-

Figura 4.6 Grafica de solucién numérica de (4.13) para valores de% =2.5,f(0)=0,f(6) = 1.8, con
excentricidades de 1)e; = 0.1, 2)¢e, = 0.5, 3)e; = 0.8
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Figura 4.7 Grafica de solucion numérica de (4.13) para valores de% =3,f(0) =0,f(6) = 1.8, con

b=

excentricidades de 1)e; = 0.1, 2)¢g, = 0.5, 3)e; = 0.8

=

Figura 4.8 Grafica de solucién numérica de (4.13) para valores de % =4,f(0)=0,f(8) = 1.8, con

excentricidades de 1)g; = 0.1, 2)e, = 0.5, 3)e; =0.8
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Las graficas anteriores representan el comportamiento de f con respecto de 8 siendo un
resultado numérico para la ecuacion (4.12), estos resultados indican que la obtencion del
campo de presion y de los coeficientes rotodindmicos para una chumacera de longitud finita,
estan vinculados con un proceso laborioso, por lo tanto, la satisfaccion del objetivo de
encontrar un método analitico que pueda ser empleado para obtener la caracterizacion de una
chumacera hidrodindmica de longitud finita, no es completamente satisfactorio, sin embargo
se genera la posibilidad de un nuevo estudio mediante un proceso numérico, por tanto se

procede a trabajar con la siguiente propuesta.

4.2.Propuesta 2: Perturbacion de la posicion estacionaria del sistema.

La ecuacion de Reynolds modela perfectamente el comportamiento de una chumacera
hidrodinamica, la solucion permite determinar el campo de presion p (z, 6) de la pelicula de
lubricante como funcion de las coordenadas axial y angular. Recordando Ila
adimensionalizacion y condiciones frontera presentadas en el capitulo 111 de la ecuacion de

Reynolds se puede escribir como [7]:

3 (130)22) + (2 2 (h3(6)22) = 127(—
2 (@ 2) +(2) =(h3(8) L) = 121(-eSenod) (4.13)
La propuesta consiste en asumir una solucion de la ecuacion de Reynolds en forma de una
serie de Taylor de primer orden, esta propuesta implica cambios de presion, de posicion y
velocidad, lo anterior permite comprender que se trata de una perturbacion del eje a partir de
su posicion de equilibrio.

La presion puede escribirse como sigue [20]:
= 9p 9p 9p .1 (2P ;
p= @+ (2), 01+ (2) 1+ (2) 55+ (2) 45 w19

La figura (4.9) describe el efecto que producen los cambios de la carga sobre la posicion del
eje en la chumacera. El subindice cero en la figura se refiere a la posicion de estado estable

y Ax, Ay indican los desplazamientos del eje alrededor de su posicion de equilibrio o
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pequefios desplazamientos de perturbacion. Calculando el cambio de estas pequefias

perturbaciones con respecto al tiempo obtenemos las velocidades de perturbacion 4x y Ay.

W =W, + AW

Figura 4. 9 Efecto del cambio de la carga en el mufién.

La figura 4.9 relaciona la posicién de estado estable y la posicion del centro del mufion
cuando existe una pequeria perturbacion o bien:

epSingy +Ax = esing (4.15)
ey CoS Py + Ay = ecos ¢ (4.16)

Sustituyendo las expresiones de (4.15 y 4.16) en la ecuacion del espesor de pelicula (3.2) y
considerando que € = e/C y h = H/C obtenemos el espesor de pelicula adimensional.

h = hy + AXsinf + AYcosf (4.17)

Donde g =1+ &, cos(8 — ¢,), X =x/CyY =y/C. Derivando la ecuacion (4.17) con

respecto al tiempo obtenemos:

Z—}t’ = w(4X'sind + AY cosB) (4.18)

4.2.1. Incrementos del campo de presion obtenidos a partir de la

ecuacion de Reynolds.

Considerar una expansion de primer orden para el campo de presion.
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p= (D)o + ( )Ax+(p) Ay+( )Ax+(y)0Ay (4.19)

dy

Para simplificar la notacion y tener un mejor manejo de esta durante el desarrollo del método
se proponen los siguientes cambios de variables:

(P)o = Po, (Z—Z)O = Px (Z—Z)O = Py (z—i)o = Ps> (2—5)0 =Dy (4.20)

Las componentes cartesianas de la fuerza en la pelicula de aceite se encuentran por la
integracion de la presion sobre el area de la chumacera. Realizando la sustitucion de las

expresiones (4.19) en las expresiones de la fuerza como se indica a continuacion.
F
{ X} f fg(Po + pxAx + py Ay + piAx + pyAy) {SmZ} R,d@dz (4.21)

Los términos de perturbacion Ax, Ay, Ax y Ay son independientes de las variables de
integracion, por lo tanto, se obtiene para las fuerzas y coeficientes de rigidez y

amortiguamiento las expresiones siguientes [20]:

- PoSindR,dzdf
{ 0 }z J, 55 po IRy dzdP 4.22)
(Fy)o J, JspocosOR dzd6
{kxx kxy} (S, lpxsinRydzdb [, [ p,sinfR,dzdf (423
kyx kyy) [, f5pxcosOR,dzd8 [ [5p,cosOR,dzdd '
{Cxx ny} _ J, J5pxsindR,dzdd | [5pysindR,dzdd (4.24)
v Syl [ [y pecosBRdzdf [, [;pycosOR,dzdf '

Las ecuaciones (4.22) corresponden a la solucién de estado estable. Para determinar los
coeficientes k;; y c;; es necesario obtener primero los incrementos del campo de presion.

Sustituyendo (4.19) en la ecuacion de Reynolds (4.13) se obtiene:

w050+ () 5 (%) = 12+ 20 (4.29

Para desarrollar la ecuacion de forma completa se realiza la sustitucion del espesor de la
pelicula lubricante en forma adimensional, asi como la expansion de primer orden para el

campo de presién en la ecuacion (4.25):
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2| (ho + AXsind + AYcos8) 2= (Bo + PxAX + Py AY + PyAX + pyAY)| +

2 ] 0 ’ 2
+(2)" 2 |ho + AXsind + AYcosB)® = (Bo + pxAX + PrAY + pyAX + pyay)|

= 12n:—§ (ho + AXsinO + AYcos0) + 24m(AX 'sinf + AY cos6) (4.26)

Desarrollando (h, + AX sin @ + AY cos@)® 'y eliminado los términos de segundo orden y

mayores se obtiene la ecuacién de Reynolds con solo términos de primer orden.
0 ~ ~ 0 , ,
5 [(hg + 3hisinBAX + 3hicosHAY) 5 (Po + DxAX + DyAY + Py AX + pyAY )| +

+ (B)Zi[aﬁ + 3h2sinGAX + 3h2c0sBAY) L= (B + PydX + PydY + P AX +
L) 3zt 0 0 57 \Po T Px Py Px
ﬁYrAY')] = 127188—5 (ho + AXsinf + AYcos0) + 24m(AX 'sinf + AY cosf) (4.27)

Reuniendo términos del mismo orden se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones.

g (h3 "”") + (%) (h3 "”0) = 12122 (4.28a)

2 (12 + (2)7 2 (22) = 12cosf - 2 (315ind ) — (2) 2 (31dsind 22)  (4.28)

03 L

2 (hg apy) + (2)2 = (h3 6py) = —12nsinf — — (BhOCOSB 6p0) — (2)2 % (3thOS§ %) (4.28c¢)

EANGITE L 05z L
aa_b' (hg %) + (LL)) (h3 6pX) = 24msind (4.28d)
aa_b' (hg %) + (%)2 % (h(s, %) = 24mcosO (4.28e)

En la ecuacion (4.28b) el segundo y tercer término del lado derecho pueden reescribirse

como.

2 (3nsing 22) + (2)" 2 (3hBsind 22) = Z (34522220 + (2) 2 (34 220 220)

2 (1) + (2)" 5 (155 20 s (4) @29
1271%

a6

Por lo tanto, al simplificar términos y realizar cambios de variables la ecuacion (4.29) se
escribe se la siguiente forma:
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= (3nEsind 222 + (%)2 2 (3mgoind 22) = 12m %2 (30%) + 303 Lo 2 (%) (4.30)

De la misma forma para la ecuacion (4.29¢c) el 2% y 3¢ términos del lado derecho se

reescriben como:

(Shocoseap")+(B)2%(3hgcos§a£’) 12n 22 (3C059)+3h3 35, 8 (“’59) (4.31)

PY:] L 0 39 08

De esta manera se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones para obtener el campo de
presion de estado estable y los gradientes del campo de presion.

(3% + () 5 (3%) = non%s (328
 (13%) + () 5 08%2) = r2m(cost - 2205) 3 () ey
5 (35) + (D) 5 (%) = 12w (sind + 35250~ 30 2 5 (5) a0
508%)+ () 3 03%) = 2amsis (320
S0 + () 5475 = 2ameos (329

El conjunto de ecuaciones (4.32 a-e) se encuentran sujetas a las siguientes condiciones de

frontera:

p=0 en z=%L/2; [=0,xyx7y (4.333)
P _ = 0; [=0 ¢, 4.33b
0z - en zZ= 1 - ;x;y;x;y ( . )

Las condiciones de frontera para la ecuacién de estado estable y sus cambios de presion en
la curva de cavitacion estan determinadas por (3.17). Si (8,, z,) €s un punto sobre esta curva,

la presion en un punto vecino a esta curva esta definida de la forma consecutiva:
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~ ~ ~ d
p(QO + Aeo,ZO + AZO) =0= p(@o, Zo) + (ag) AQ + ( ) Az = po(eo,ZO) +

2p(Bo,20) + (5 "“) 40 +(°22) 4z (4.34)
Por lo tanto, la presién de estado estable y sus derivadas deben de satisfacer:

[7] [7] ~ ~
Po="5="2=0 en 6 = 0(2)cap (4.35)

Asi con p, (0o, Zo), (Zpg")o, (ap")o iguales a cero, los gradientes [, también deben de ser

iguales a cero dentro de la region de cavitacion y sobre su frontera.
pr=0end =002 l=0x7y%7y (4.36)

Los requisitos de las condiciones de frontera para las ecuaciones (4.32 a-b) se satisfacen por
medio de (4.33 a-b) y (4.34). Hay que notar de las ecuaciones (4.32 a-e) son utilizadas para
obtener los coeficientes rotodinamicos por medio de los cambios p,, py, px Y py, de igual
manera, es necesario calcular primero la presion de estado estable p,. La precision que se

obtiene al calcular p, conducira a la exactitud de los valores de los coeficientes rotodinamicos

4.2.2. Coeficientes rotodindmicos para chumaceras cortas por medio

de los cambios lineales del campo de presion.

Considérense las dos suposiciones para chumaceras cortas hechas por Dubios y Ocvirk.
Primero, los gradientes de presion en la direccion x o 6 son despreciables si se comparan con
los gradientes de presidn en la direccion z (direccion axial). Segundo, solo la presion en la
region convergente del claro (0 < 6 < 1) se considera para la evaluacion de las fuerzas de
la pelicula del lubricante. Por lo tanto, para el caso de chumaceras cortas las ecuaciones (4.32

a-e) se reducen a las siguientes expresiones.

(’Z) 2 (n3Ee) = 12152 (4.37a)
(f) — (h3 apx) =127 (cosé - 35;::5 %) (4.37b)
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(%)2 % (hg aa%) = —12m (siné + BC}?OSE %) (4.37¢)
(2) 2 (4 %) = 24msing (4370
(%)2 % (h 0 %) = 24mcosf (4.37¢)

Hay que notar que las soluciones del sistema de ecuaciones (4.37 a-e) son usadas para obtener
el campo de presidn resultante, asi como los coeficientes de rigidez y amortiguamiento dados
por (4.23) y (4.25), para esto es necesario calcular primero la presion en estado estable p, de
(4.37 a) y posteriormente determinar los cambios p,, py, Pz Y py.

Para mostrar la validez de la propuesta, se implementara el algoritmo descrito anteriormente

para determinar la presion en estado estable y los cambios de presidon con respecto a las
.. . L 1
posiciones y a las velocidades de una chumacera corta, en la cual: - < Se asume que los

gradientes de presion en la direccidon 6 son despreciables si se comparan con los gradientes
de presion en la direccion z (direccion axial), de igual manera, sélo la presion en la region
convergente del claro (0 < 8 < m) se considera para la evaluacion de las fuerzas de la
pelicula lubricante. Integrando dos veces la simplificacion de las ecuaciones (4.37 a-e) y

utilizando las condiciones de frontera descritas anteriormente, se obtienen las soluciones:

o= G2 (3) [12n % (4.380
b= 52 120 st - 2222 -
b= £ 0 120 (s + 222 o
By = 2 (&) [24msind] (4.380)
5, = (Z';l‘g” g)z [247cos6] (4.38¢)
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Haciendo uso de las ecuaciones (4.38 a-e), se grafican (usando MATHEMATICA 11.0) la
presion en estado estable y las variaciones de presion para una chumacera hidrodindmica

corta.

NI
M
Il
(=)
[N

Figura 4.10 Campo de presion total aproximado para p,; % ==
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Figura 4.13 Campo de presidn total aproximado para py; % = i; e=0.1

Figura 4.14 Campo de presion total aproximado para py; % = i; e=0.1

Una vez conocida la presion en estado estable y las variaciones de presion, es posible
encontrar los coeficientes de rigidez y amortiguamiento a partir de (4.23) y (4.24), tomando

en cuenta las relaciones (3.8) para obtener resultados adimensionales se tendra

Fe=20 fq‘f’*” Posinddod z (4.39)

4

B =xf" fq‘f’*” pocosBdod z (4.39b)

4
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o =3 [, [0 pxsinddod z (4.39¢)
vy =300 fq‘f*” pysinGdod z (4.39d)
ke =700, [ pxcosdod z (4.39)
kyy = if_ll f(;pm pycosOdod z (4.391)
Cox =2 [ fq‘j’*“ pysinfdod z (4.39g)
@+
Cry = f f py-sinddod z (4.39h)
Eye =, [V BycosBdod z (4.39i)
@+ _ .
Cyy = f f pycosfdod z (4.39))

El conjunto de ecuaciones (4.39 c-j) representan en forma analitica los coeficientes
rotodindmicos de una chumacera corta, los cuales coinciden con los reportados en la literatura
[1], lo anterior permite validar el algoritmo presentado y representa una opcion para el calculo
en chumaceras de longitud finita.

Evaluando cada una de esta integrales obtenemos:

+ -1 +7 Ohg sinb 5
—f f‘p n(zz;ﬁ)(u) 127T—sm9d9dz =—27T( ) f(p ﬂae"szré do

L\? m ing . L\? 282 .
=2m (—) N —207 _sin(6 + @)d = 2m (5) [mlﬁcosq}—ﬁsmq)] =0(4.403)

D (1+&cos 6)3

, . .. _ 1-¢g2
Donde sin ¢ y cos ¢ se obtuvieron de la ecuacién: ¢ = tan™? (%)

- 11 72— oh 21 22
Fyif_l f;)bm (1) (D) 12m ;cose dfdz = 2 (D) [ 282)2 cos ¢ — ﬁsm qb]

Zho (1—8

—E&TT
(1 52)2( ) \/1682 + 7-[2(1 - 82) (4.40b)
Hasta aqui es posible ver qué £, = 0 y que Fy es igual a la carga W la cual esta relacionada

con el namero de Sommerfeld por § = 1/F = 1/Fy.
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k= f fqu (22]1_01)( ) [127r (cosé 35;:9 aahg )] sinfdfdz

_ L\2[ 2¢ ) 37 g( e
=21 (5) [(1—82)2 cos ('b 2(1- 82)5/2 sin @ cos d) + —e2)3 sin (l)]

2 2 N
— 7T(£) 4e  2m?+(16-m?)e (4.400)

D/ (1-&%)2 16e2+m?(1-¢2)

bl

f f¢+n @ _1)( ) [—1277 (sm@ + 3c0s8 a—hi’)] sinfd@dz

< 2h; ho 00

— L\? [-r(1+2£%) 2 2£(1+3£2) - n
=2n (E) [2(1—52)5/2 ¢+t —e7)3 sing cos ¢ — 2a_enyz S (I)]

2 24922 284
— T[(E) 1 n[-n?+2mle?+(16—m2)et] (4.400)

D/ (1-¢%)5/2 1682 +12(1-£2)

bl

f f(pm @ _1)( ) [127‘[ (cosé _ 3sinf Ok )] cos6dBdz

e 2h3 ho 00

— L\? T 2e(1+23¢2) T(142262) . o
=2m (E) [2(1—52)3_/2 cos? ¢ + T3 singcos ¢ + 2e2y2 S (p]

_ L\? n[n?+(32+72)e2+2(16-12)e%]
= am (E) 2(1-€2)5/2[16£2+m2 (1-£2)] (4.40¢e)

f_ f(p+n (22_1)( ) [ 12n (sm@ +— 3¢0s8 Oho )] cosfdfdz

g 28
_ L\? [4e(1+£2) 37re?
=21 (B) [ (1-¢2)3 cos? ¢+ 2(1-£2)5/2 sing cos ¢ + ) sin (p]
(L% 4g[n?+(324m2) % +2(16-12) Y]
- T (5) (1-£2)%[16e2+72 (1-£2)] (4.40f)

;2. 2 L
b = 2, [T ESD (L) [247sind]sinddddz

2h3
= L 2 T 4e w(1+2€2) . 5
=A4r (D) [2(1—52)3/2 cos? ¢ — —=sin@ cos ¢ + 202y sin <p]
_ L)? nm[n?+2(n?-8)&?]
=2 (5) [(1—52)3/2[1652+n2(1—52)]] (4.409)
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Cry = Cyp = f f(pm(ZZh_ol)( ) [247cos]sinfdddz

L 2 £2
=471 (5) [(1 2 cos? (,0+—2(1 22572 smgocos<p+ ) sin (p]

- (5)2 [ 8e[m?+2(m?-8)e?] ] (4.40h)

D (1-&2)2[16£2+m2(1—£€2)]

Cyy = —f f(pm(z _01)( ) [247cosB]cosfdfdz

_ L m(1+2£?) 5
=4 (D) [—2(1—52)5/2 cos? @ + >Sing cos ¢ + —2)3/2 sin ga]

- (5)2 [ n[m?+2(24-n?)e?+m?e?] ] (4.40i)

D/ l(1-£2)5/2[16e2+m2(1-£2)]

La tabla 4.1 presenta los resultados obtenidos al realizar la doble integral de las ecuaciones

(4.40 c-j) en donde se tiene como resultado los coeficientes rotodinamicos de una chumacera

hidrodinamica corta en la forma IEL-J- = (%)kl-j yéi; = (w %)cl-]-.

Tabla 4.1 Coeficientes rotodinamicos para chumaceras cortas

- 4[2m® + (16 — m*)e?] . 2n(1—e®)V?[n? + 2(n? — 8)e?]
U [n? 4+ (16 — m2)e?)3/2 Cax = g[m? + (16 — w2)e2]3/2

- m[-m?+2n%e? + (16 — m?)e?] 5 8[n? + 2(m? — 8)&?]
e = e2[m? + (16 — m2)e2]3/2 Coy = [m? + (16 — m2)e?]3/2

r n[n? + (32 + n?)e? + 2(16 — m?)e*] | 8[m? + 2(n? — 8)¢&?]

YT T e [nt + (16— n2)e2Plz | KT [m2 + (16 — n2)e? 32

P 4[m? + (32 + ?)e? + 2(16 — w?)e?] - 2n[m? + 2(24 — n?)e? + e
o (- e)[n?+ (16 — n2)e?]3/? ¥y eVl — e2[m2 4 (16 — m2)e2]3/2

La tabla 4.1 presenta en forma analitica los coeficientes rotodindmicos de una chumacera

corta, los cuales coinciden con los reportados en la literatura [10], lo anterior permite validar
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el algoritmo presentado y representa una opcién para el calculo de los campos de presion y

coeficientes rotodindmicos en chumaceras de longitud finita.

4.3.Propuesta 3: Propuesta de solucion analitica mediante funciones

producto, a partir de consideraciones especificas.
La propuesta parte de la ecuacion de la lubricacion de Reynolds dimensional en coordenadas
cartesianas (4.42), proponiendo una solucién dada como el producto de dos funciones
independientes de la forma: f(z)y f(x), en donde ambas funciones tienen un maximo
simultaneo; lo anterior se asume para tener una presion maxima para algun par de valores en

las coordenadas axiales y angulares respectivamente.

Figura 4.15 Grafica de maximosen f(z) y f(x).

it 5) ta s = v (4.41)

Asumiendo una solucion por variables separables, considerando dos funciones
independientes en las coordenadas z y x de la forma: p(z, x) = f(z)f(x) , la intencion es
determinar por separado ambas funciones para posteriormente encontrar la funcion producto,
lo cual representara el campo de presién en una chumacera de longitud finita.

En la figura 4.15 se muestra la geometria genérica de la regidn del lubricante, pudiendo ser
plana o de cualquier tipo. Es importante considerar para este analisis que se asume que las
funciones f(z) y f(x) tienen maximos simultaneos, esto puede ser validado por los resultados
numéricos que se tienen de los campos de presion en chumaceras hidrodinamicas [24]. Para

trabajar con mayor generalidad, se definen los siguientes cambios de variable:
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X = Dxl, zZ = LZl ; H = hoﬁ (442)

En donde g representa la funcidn que define la geometria de la region del aceite, teniendo la
facilidad de ser manipulada; es decir si se trata una cavidad plana o curva, solo sera necesario

definir la funcion B.

Realizando la sustituyendo de los cambios de variables (4.42) en (4.41) la ecuacion toma la
siguiente forma:

d ( ﬁ 3 OP
DOxq DOxq

)+ oo (Gho’ B2 3) = U 3E (4.43)

D8x1

Simplificando y tomando en cuenta los cambios de variable dados por (4.42) se tendra:

(5 + () (5 =S i (4.4

Para tener un mejor manejo de (4.44), se definen algunos parametros como sigue:

N2 =(2), 4= (4.45)

L hZ
El parametro N esté directamente relacionado con la geometria que establece el tamafio de la
chumacera hidrodindmica, la variable A contiene las unidades correspondientes a la presion

de la pelicula lubricante. Aplicando (4.45) en (4.44) la ecuacion toma la forma:

9 (g32r 293 °P _ 4 4B
6x1(’8 6x1)+N B 6zf_A (4.46)

dx1

En el método se propone determinar la presion mediante un producto de funciones

adimensionales, dada por:
P=Af(x)f(2) (4.47)
Sustituyendo (4.47) en (4.46):

[0 (2 L + g L = A (4.49)

dx1
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Desarrollando la ecuacion (4.48) se tiene:

fz)p? L5 4 3p3 4 T f () L 4 N2 f () L T _ 4 (4.49)

dx1

Al notar el perfil de presion, podemos resolver (4.49) a lo largo de la linea donde f(x;) es

maxima, lo que implica: d’; ;xl) = 0, entonces resulta:
1
1 62f(x1) 1 dﬁ]
32f(zy)  UGw ot I B3f(xpdxq
nf(z) =———™* (4.50)

0z? N2
En donde se tiene que:
Xy, = valor de x; para el cual f(x;) es un maximo.
La ecuacion (4.50) puede ser simplificada considerando que f(x;) es la misma que para una
chumacera infinitamente larga, entonces de (4.46):

e (B)=a5r (4.51)

dxq

En donde es claro que: P = Af (x,), entonces puede escribirse:

3 d*f(x1) 2 4B df (x1) apg
A ['8 dx 2 +3p dx, dxq ] A dxq (4.52)
f( 1) .
Hay que recordar que ——= = 0, entonces:
X1
d*f(x1) _ |1 adB
[ dxf [ﬁ3 dxl (453)

Sustituyendo (4.52) en (4.50) se tiene:

[71 z (e,
d?f(zq) n B3 f(x1)dx1 B3f(x1)dx1

n f(z) = 2L (4.54)

2
dzi

La ecuacién (4.52) es fundamental para determinar f(x,), considerando que es parte del
producto de funciones planteadas para la solucion del método. Definiendo el parametro M

como sigue:
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1 1 dB

f(xl) B3 dxq (455)
Aplicando el cambio de variable (4.55) se puede rescribir (4.54) en la forma:
d*f(zy)
St =5 (4.56)

La ecuacion (4.56) es diferencial de segundo orden, en general el parametro puede ser

positivo 0 negativo, por tanto, asumiremos las dos alternativas y posteriormente con un

ejemplo descartaremos una de ellas. Lo anterior permite escribir:

2
—Nz =k (4.57a)
M _ 2
="k (4.57D)

Al sustituir (4.57a) en (4.56) se tiene:

a’ f(Z1) +k2f(z,) = k? (4.58)
La solucion de (4.58) con el cambio de variable (4.57a) es de la forma:

f(z;) =1 —cos(kz,) + cotksen(kz,) — cscksen(kz,) (4.59)
Resolviendo la ecuacion diferencial de segundo orden (4.56) con el cambio de variable

(4.57b) se obtiene la funcion de f(z;) de la forma:

1+ek_ekzl_ek(1—zl)

f(z) = (4.60)

14ek

Para comprobar cual de los cambios (4.57a) o (4.57b) es el adecuado, se plantean tres

ejemplos con diferentes formas de la pelicula de lubricante.

4.3.1. Ejemplo 1

Caso plano

Para el primer ejemplo se plantea que la funcién que representa a  sea una funcién lineal
generando una geometria plana para el espesor de la pelicula lubricante en una chumacera de

longitud finita, suponer:
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B=1+x (4.61)

En donde N representara la relacion entre el didmetro y la longitud de una chumacera:

(N=1=2) (4.62)

L

El primer paso que se realiza es determinar la funcion de f(x,) para x,, como un punto

critico. Considerando la ecuacion (4.52) se tiene:

d?f(xq) _[1 a8
[ dx? ] - [[33 dxi]xm (4.63)
d?f(x1) _ 1

dx2  (14x1)3 (4'64)

En donde la funcién para f (x;) toma la forma:

fxy) =2zl (4.65)

4(1+X1)

L aap
f(x1) B3 dxq

Para determinar: M = [ ] s necesario conocer x,,, que sera utilizado para evaluar
Xm

a M, por lo tanto, obteniendo los puntos criticos de (4.65) se tienen los siguientes resultados:

Xy = —1—1/2 (4.66)
Xmz = —1+2 (4.67)
De los resultados x,,; Y X2, tomamos el positivo y se podra determinar cual de las

expresiones (4.57a) o (4.57b) es la que se utilizard; entonces puede escribirse:

__ 1 L
M = xm(xm —1) (1+xm)3 dxy (468)
4(1+xm)

Sustituyendo (4.67) en (4.68) se tiene:

1 1 dp
M = — (4.69)
—1+v2(-1+v2 —1) _ 3
oz (FTIR2)
M = —8.242 (4.70)
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El valor obtenido (4.70) al ser negativo valida el uso del cambio de variable (4.57b) por lo
tanto la funcidn utilizada para realizar el producto de funciones en f(z,) es (4.60), utilizando

el valor obtenido de (4.70) se sustituye en (4.57b) para calcular el valor de la variable k.

e (4.71)
k= [o2 (4.72)
k =287 (4.73)

El resultado obtenido (4.73) se emplea en (4.59) teniendo como resultado la figura 4.16, que

representa graficamente el comportamiento de la funcién f(z,) en donde:

2.87_52.8721 _2.87(1-21)

e

fz) ==

e (4.74)

f

=]
A

=] =]
]

=]
F
T

/_,,--"

Figura 4.16 Comportamiento de la funcién f(z,) con respecto de z,.

La figura 4.17 es el resultado grafico de realizar la evaluacidn de la funcién f (x,), mostrando

su comportamiento con respecto de z;, en donde:
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fx,) = aD (4.75)

4-(1+x1)

—o.oi [
_o.ozf

-0.02f

-0.04 :

Figura 4.17 Comportamiento de la funcién f(x,) con respecto de x;.

Al conocer los resultados gréaficos de las funciones f(x;) y f(z;), se puede calcular el campo
de presion mediante el producto de (4.75) y (4.74), cabe mencionar que los resultados
obtenidos se han contemplado de forma adimensional, por lo tanto, el producto de funciones

P =Af(x,) - f(z,) se puede escribir como:

_ (xl(xl_l)) (1+e2.87_ez.8721_e2.87(1—zl))
4(14x1) 1+e2-87

(4.76)

J-0.020
i-0.015
j-00100

Figura 4.18 Grafica del campo de presién en una chumacera de longitud finita, obtenida mediante el
producto de funciones P = Af(x,) - f(z,)

La figura 4.19 Representa las curvas de nivel en el campo de presidén en una chumacera de

longitud finita, la representacion para este ejemplo ha sido dada por la funcion g = 1 + x4,
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4 —-00nes

B R A ]

et — 0100175

ag -0.:0100

-0.0125

-0.0150

-0.0175

az —0.000)

i L

aa

1

=0 1 1 1 1 1

a0 02 04 08 08 X
1

Figura 4.19 Grafica de las curvas de contorno de la presion en una chumacera de longitud finita, obtenida

mediante el producto de funciones P = Af (x;) - f(z,)

lo que implica la representacion de una placa plana y otra inclinada generando una geometria
plana para el espesor de la pelicula lubricante. Para tener unidades en el valor de la presion
es necesario contemplar:

A=%T (4.77)

hg

El parametro (4.77) contiene las unidades correspondientes a la viscosidad del aceite, la
longitud de la chumacera, el espesor de la pelicula lubricante y de la velocidad. EI manejo de
estas unidades permite conocer el valor del campo de presion de forma dimensional conforme

al sistema métrico deseado.
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4.3.2. Ejemplo 2

Caso exponencial

El ejemplo 2 es planteado a partir de una funcién exponencial, que representa al espesor de
la pelicula lubricante con respecto a una placa plana, la geometria en la pelicula lubricante

puede ser representada por:

. -, L . . ..
Considerando para una relacion > = 2, que caracteriza a una chumacera de longitud finita,

en nuestro caso el parametro esta dado por:

N=2=05 (4.79)

L

Como primer paso, se plantea determinar f(x;) para x,, recordando que su comportamiento

es de un maximo, por lo tanto, se debera evaluar en:

[m _ [Lﬁ (4.80)

dx? B3 dx, X

Para hallar la solucién f(x;) se hace la sustitucion del valor de 8 que expresa una funcién

exponencial, por lo tanto, se tiene como resultado:

[FL89] = -[2541n(2.5)] = ;o In(2.5) (4.81)

axf 1 T 2530 2.53%1

Una vez realizada la sustitucion en (4.81) se resuelve la ecuacién diferencial de segundo

orden para encontrar f(x,):
f(x;) = —0.27284 + 0.27284e~18325%1 4 (0.22918x;, (4.82)
El segundo paso del método consiste en determinar x,, y asi poder hallar a: M =

[ 1
fCen) B3 axady

cuando es evaluada en el punto critico, considerando:
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Af'(x1)=0 (4.83)
Después de derivar y simplificar se obtiene:

0.229185 — 0.5¢"18325x1 — (4.84)
En donde:
X, = 042567 (4.85)

El valor de M se puede hallar como sigue:

[ 1 1 Xm
M= [f(xm) 2.53%m 25 lrl(2'5)]xm=o.42567 (4.80)
Sustituyendo a x,,,:
M= [_0_020223_% (1.47716) 1n(2.5)] (4.87)
M = —8.37 (4.88)

Al igual que en el ejemplo 1 al tener un valor de M es negativo, se emplea la forma de (4.60)

para expresar la funcién f(z;), por lo tanto sera necesario aplicar (4.57b) para determinar el

. M .
valor de k, entonces a partir de = —k? se tiene:

5 —837
kK =1s (4.89)
k =578 (4.90)

El resultado obtenido (4.90) se emplea en (4.60) teniendo como resultado la figura 4.20, que

representa graficamente el comportamiento de la funcién f(z;) en donde:

5.78 _5.7821 _ p5.78(1~21)

fz) =22

(4.91)

1+e578
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Figura 4.20 Comportamiento de la funcion f(z;) con respecto de z,.

La figura 4.20 es el resultado grafico de realizar la evaluacién de la funcién f (x,), mostrando
su comportamiento con respecto de z;. Asi mismo, la ecuacion (4.92) es una forma

simplificada de (4.82), en la figura (4.21) se aprecia su variacion con respecto a x;.

f(x)) = —0.27284(1 — e~ 1832541 4 (.22918x;,) (4.92)

Figura 4.21 Comportamiento de la funcién f(x,) con respecto de x;.

Una vez que se han graficado las funciones f(x,) y f(z;), se realiza el producto de ambas
para encontrar el campo de presion cuando S representa a una funcion exponencial para la
pelicula lubricante, es importante destacar que el calculo se considera de forma adimensional
por lo tanto se omite determinar el parametro A al realizar los calculos correspondientes. En

la figura 4.22 se muestra el campo de presidn correspondiente, el cual puede escribirse como:
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1+e578_57821 _65.78(1—21))

P = (—.27284(1 — e™9325% 4 22918x,)) - ( (4.93)

1+e5.78

Figura 4.22 Grafica del campo de presion en una chumaceré de longitud finita, obtenida mediante el
producto de funciones P = Af(x,) - f(z,) para €=0.5, f(z,), f(x;) y B = (2.5)*

OC—A A A A A A . VY
0.0 02 0.4 06 0.8 1.0

Figura 4.23 Curvas de nivel de presion en maximos para €= 0.5, f(z,) v f(x;) y B = (2.5)*

La figura 4.23 muestra el comportamiento que toma la presion con relacién a las coordenadas
x y z, con estos resultados se logra identificar facilmente el comportamiento de la presion en

una chumacera hidrodindmica de longitud finita.
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4.3.3. Ejemplo 3

Caso cilindrico

En este caso se puede aprovechar que es conocida la forma que toma la pelicula de lubricante,

se calculara para una relacion L/D=2.

D
(v=05=3) (4.94)
Suponer que la geometria de la pelicula lubricante toma la siguiente forma [10]:

p =1+¢cosf (4.95)

Ahora las variables adimensionales para x son:

x=RO, x === (4.96)

D 2R
entonces (4.95) se puede escribir como:

B =1+¢cos2x;

Conociendo (4.96) se sustituye en (4.53) para determinar la funcién f(x,) en el punto critico

Xy
a’f(x1) _ 1 _
dx2  (1+ecos2x1)3 [—2esen2x] (4.97)

Resolviendo (4.97) para f(x;) por medio del programa computacional Wolfram

Mathematica se obtiene:

(—1+&)tani

flx) = —2x1Arctanh[ N

] (1 + ecos2)(1 + ecos2x) +

(e-1)tanx

Ve2-1

evVe?—1(xsen2+xecos2x sen2—(1+&cos2)sen2x)
[4(-1+&)(1+&)Ve2—1(1+ecos2) (1+ecos2x)]

2Arctanh[ ] (1 4+ gcos2)(1 + ecos2x) +

(4.98)

La ecuacion (4.98) representa la funciéon f(x;) que esta directamente relacionada con la
geometria del espesor de la pelicula lubricante dado por (4.95). El siguiente paso del método
es determinar el punto critico x,, y sustituirlo en (4.55) considerando f“(x;) = 0, para un
valor de excentricidad € = 0.5 se obtiene:
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Xm = 0.623879 (4.99)
Con el resultado (4.99) se realiza la evaluacion para calcular f(x,,):
£(0.623879) = 0.06554 (4.100)

Asi mismo se realizan las evaluaciones en (4.101) con los resultados encontrados en (4.99)

y (4.100) para obtener el valor numérico de £ en el punto critico.

(ﬂ) = —2esen(2x,) = —0.948275 (4.101)

dxq Xm

B =1.158 (4.102)

Aplicando los valores encontrados en (4.100), (4.101) y (4.102) se calcula el valor numérico

[t 148 - :

de M = [f(x1)33dx1 . de la siguiente forma:

M =|—1_(-0948275)—] (4.103)
0.06554 ' 1.1583 '

M =-93 (4.104)

Al conocer el valor numérico de (4.104) y considerando la relacion (4.94) es posible

. . . - M . .
determinar el valor de la variable k a partir de la ecuacion = —k2. Valor que es sustituido

en la funcion de f(z) para lograr su evaluacion de la siguiente manera:

k= /% (4.105)

k=6 (4.106)

El valor obtenido de (4.106) se sustituye en (4.60) para encontrar la funcion f(z,).

1+e6—eb21 —66(1_21)

f(z) = (4.107)

1+e®
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Para terminar el método se realiza el producto de (4.98) y (4.107), graficando el resultado

para obtener el campo de presion para la propuesta (4.47) en una chumacera intermedia con

L
valor de = = 2.
D

Figura 4.24 Campo de presion obtenido en méaximos para f(z,) v f(x,) para B =1 + € cosf

En la figura 4.25 se muestran las curvas de nivel para el campo de presién de la chumacera

= 2.

O |~

finita con relacion:

N

Figura 4.25 Curvas de nivel de presion en maximos para £ = 0.5, f(z,) v f(x;) para f =1+ € cosf

La figura 4.25 muestra el comportamiento que toma la presion con relacién a las coordenadas

X, ¥ 74, €ON estos resultados se logra identificar facilmente el comportamiento de la presion
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en una chumacera hidrodinamica. Ambos resultados mostrados en la figura 4.24 y 4.25 son
consistentes con los reportados en las soluciones numeéricas que reporta la literatura, estas

soluciones fueron obtenidas mediante diferencias finitas [11].
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Conclusiones

En este trabajo se abordaron varias propuestas de solucion analitica y semi analitica de la
ecuacion de la lubricacion de Reynolds; estos métodos tienen sus correspondientes ventajas
y desventajas, las cuales se pudieron presentar y analizar en esta tesis con el conjunto de
ejemplos tratados.

La primera propuesta de solucidn presenta la minimizacion energetica del sistema, mediante
un funcional y propone una solucion hibrida para un soporte finito, estos resultados son
favorables en relacion con la literatura existente, sin embargo, la ecuacion (4.13) presenta
una alta no linealidad en 0 por lo que es necesario resolverla de forma numérica, generando
nuevas posibilidades de analisis en chumaceras hidrodinamicas de longitud finita.

El método presentado en la segunda propuesta muestra ser bastante eficiente para hallar
soluciones cerradas de la ecuacion de Reynolds para chumaceras cortas, pues a partir del
calculo de la presion se encuentran formulas cerradas de los coeficientes de rigidez y
amortiguamiento. Sin embargo, cuando se consideran chumaceras de longitud finita, el
sistema de ecuaciones (4.33 a-e) se vuelve demasiado complejo, por lo que seria aconsejable
resolverlo numéricamente, lo interesante de este algoritmo es que la solucion numérica
parece tener menos complicaciones en su adaptacion y convergencia que los algoritmos
tradicionales.

La tercera propuesta de solucion es innovadora al presentar un método analitico para
encontrar los campos de presion en chumaceras de longitud finita en forma cerrada, con
diversas geometrias en el espesor de la pelicula lubricante. Este método puede adaptarse para
geometrias diversas que adquiere la pelicula de aceite. Actualmente solo se cuenta con
aproximaciones numeéricas para la presion en chumaceras finitas, por lo que los resultados
presentados son de gran valor para su posterior analisis; es decir una vez que se encuentra la
presion, es posible hallar las fuerzas en el lubricante y los correspondientes coeficientes de

rigidez y amortiguamiento de una chumacera de longitud finita.
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Apendices

Apéndice 1.- Métodos de solucion analitica de la ecuacion de la lubricacion de

Reynolds para chumaceras finitas.

Javier Roldan C., Ignacio Ramirez V., Mario E. Rodriguez C., Luis M. Palacios Pineda

Tecnoldgico Nacional de México/Instituto Tecnoldgico de Pachuca. Division de Estudios de Posgrado e Investigacion
Carr. México-Pachuca km 87.5, Pachuca, Hgo. CP 42080, México

RESUMEN

En este trabajo se presentan dos propuestas de solucién para la ecuacion de la lubricacion de Reynolds en chumaceras
finitas, primero se propone una solucién en serie de potencias para la presion en la pelicula de lubricante, se genera un
algoritmo para chumaceras de longitud finita y se valida el método en el caso de una chumacera corta determinando su
campo de presion y sus coeficientes de rigidez y amortiguamiento. Por otro lado, se propone una solucion alternativa a
partir de una funcién producto de funciones independientes, las cuales se determinan por separado y se encuentra una
expresion cerrada para el campo de presion para chumaceras con relacion L/D finitas, se analizan dos ejemplos en donde
la pelicula de lubricante tiene una variacion de la pelicula de lubricante (exponencial y cilindrica), se describe claramente
la metodologia y se verifica su validez.

Palabras Clave: Chumacera Hidrodinamica, Ecuacion de Reynolds, campos de presion, coeficientes rotodinamicos.

ABSTRACT

In this work, two solution proposals are presented for the Reynolds lubrication equation in finite bearings, first a solution
in series of powers for the pressure in the lubricant film is proposed, an algorithm is generated for bearings of finite length
and is validates the method in the case of a short bearing by determining its pressure field and its stiffness and damping
coefficients. On the other hand, an alternative solution is proposed from a function product of independent functions,
which are determined separately and a closed expression is found for the pressure field for bearings with finite L / D ratio,
two examples are analyzed in where the lubricant film has a variation of the lubricant film (exponential and cylindrical),
the methodology is clearly described and its validity verified.

Keywords: Hydrodynamic Bearing, Reynolds Equation, Pressure Fields, Rotodynamic Coefficients.

La lubricacién hidrodinamica en estos soportes esta

1. Introduccién

completamente definida mediante la ecuacién de lubricacién
de Reynolds, considerando que es una simplificacién
especial de las ecuaciones de Navier — Stokes en mecénica

Una chumacera hidrodindmica es un cuerpo cilindrico
alrededor del cual gira un eje y que se usa en casi todos los
tipos de maquinaria para soportar cargas radiales o
simplemente como una guia para la transmisién de un par
con un minimo de perdida de carga y desgaste [1]. Las
chumaceras son generalmente de pelicula fluida, esto se
debe a las altas cargas de operacion [2]. En la literatura se
encuentra que a medida que la velocidad de operacion
aumenta los coeficientes rotodindmicos (rigidez vy
amortiguamiento) pueden tomar valores negativos y generar
inestabilidad [1,3].

de fluidos, por lo tanto, permite determinar el campo de
presion dentro de una chumacera en funcion de su
movimiento [4].

En los soportes hidrodinamicos la capacidad de carga que
adquieren se debe al campo de presion que se genera en la
pelicula de lubricante en relacién del movimiento relativo
entre el mufion y la chumacera. Por medio de los campos de
presién se pueden conocer: las regiones en donde la pelicula
lubricante puede romperse, la zona en donde la presion
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alcanza su valor maximo, las fuerzas en el fluido lubricante

[1].

2. Nomenclatura

p = Presion, Pa.

6 =Coordenada circunferencial adimensional

z = Coordenada axial, m.

¢ = Angulo de equilibrio (attitud), rad.

Cr = Claro radial de la chumacera, m.

e = Excentricidad dimensional, m.

¢ = Excentricidad, ¢ = ¢/Cr (adimensional).

R = Radio de la chumacera, m.

M = Viscosidad absoluta, Pa-s.

H = Espesor de la pelicula de lubricante, m.

h = Espesor de la pelicula de lubricante adimensional, h =
H/Cr.

z = Coordenada axial, (adimensional).

P = Presion, (adimensional).

pdim = Presion ficticia caracteristica.

D = Diametro de la chumacera

L = Longitud de la chumacera

W = Peso total del sistema, N.

& = Velocidad radial (adimensional).

w = Velocidad de operacién, rad/s.

l?ij = Coeficientes adimensionales de rigidez directos y
acoplados en las direcciones horizontales y verticales i =
X,y ,j=Xxy.

¢;; = Coeficientes adimensionales de amortiguamiento
directos y acoplados en las direcciones horizontales y
verticalesi = x,y ,j = xy.

E, = Componente horizontal de la fuerza

F,, = Componente vertical de la fuerza

3. Metodologia

3.1 Adimensionalizacion de la ecuacion de Reynolds
para chumaceras intermedias (de longitud finita).

La ecuacion de Reynolds modela perfectamente el
comportamiento de una chumacera hidrodindmica, la
solucion permite determinar el campo de presion p(z, 8) de
la pelicula de lubricante como funcién de las coordenadas
axial y angular. Recordando que la ecuacién de Reynolds se
puede escribir como [5]:

(h3 ap) + R? aaz (h3 ap) 12”R [C £CosB +

€ (go - ;) SenB] Q)
En donde:
h(0) = C.(1 + €Cos0) 2

con las siguientes condiciones frontera [6]:

0<z<L, 0<0<2m,
p (-L/2)=0, p (L/2)=0, p(8+2m)=p(O) 3
Para tener mayor generalidad, es conveniente

adimensionalizar la ecuacidn (1), proponiendo los siguientes
cambios de variables [1]:

p = - donde: pdlm=(ﬂ)(§r)2, Z ==z 4

21

Aplicando (4) en (1) se obtiene la ecuacién de Reynolds

adimensional para chumaceras de longitud finita [7]:

2(0°) + (2 3(°) = -1zmsens
©)

Es de gran importancia mencionar que hasta ahora se tienen
soluciones cerradas para chumaceras cortas y largas, en
donde la relacion L/D es muy pequefia o grande. Lo anterior
significa que en el primer miembro de la ecuacién (5) el

primer término (:—9(#3—3)) pueda despreciarse para

. . . a a
chumaceras cortas, o bien el segundo término (a (h3 a’;))

sea el que se pueda despreciar para chumaceras largas [1].
En las propuestas de soluciobn que se describen a
continuacidn, se considera que los campos de presion
obtenidos son validos para chumaceras de cualquier tamafio.

3.2 Primer Propuesta de Solucion

La propuesta consiste en asumir una solucion de la ecuacion
de Reynolds en forma de una serie de Taylor de primer
orden, esta propuesta implica cambios de presion, de
posicion y velocidad, lo anterior permite comprender que se
trata de una perturbacion del eje a partir de su posicion de
equilibrio. La presién puede escribirse como sigue [2]:

p=@)+(Z )Ax+( )Ay+( )Ax+( )Ay

0

©)

La figura 1 describe el efecto que producen los cambios de
la carga sobre la posicion del eje en la chumacera. El
subindice cero en la figura se refiere a la posicion de estado
estable Ax yAyindican los desplazamientos del eje alrededor
de su posicion de equilibrio o pequefios desplazamientos de
perturbacion. Calculando el cambio de estas pequefias
perturbaciones con respecto al tiempo obtenemos las
velocidades de perturbacion Ax yAy.
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W =W, + AW

Figura 1. Efecto del cambio de la carga en el mufion [2],

[71.
De la figura 1 se puede notar la posicion de Estado estable y

la posicion del centro del mufién cuando existe una pequefia
perturbacion, esto se puede escribir como [2]:

ey Sing, +4x = esing @)
€y CcoSs Py + Ay = ecos @ 8)

Sustituyendo (7) en la ecuacion del espesor de la pelicula (2)
y considerando que € = e/Cr Yy h = H/Cr se obtiene el
espesor de la pelicula adimensional [2].

h = hy + AXsinB + AYcos@ 9)
Donde iy =1+ &, cos(8 — ¢y), X = x/CryY =y/Cr
Para simplificar la notacién de (6) se hace:
. ) _ . o\ _ .
(®)o = Po; (ax)o = Dx; (ay)o =Dy
o\ _ .- wy _ o
(), =pc () =ps (10)

Las componentes cartesianas de la fuerza en la pelicula de
aceite se encuentran por la integracion de la presion sobre el
area de la chumacera. sustituyendo (10) en las expresiones
de la fuerza como se indica a continuacion.

F,

{ X} I, S50 + pxdx + py Ay + pidi + pyAy)

{Sl”‘?} R,dddz (11)
cos6

Los términos A4x,4y,Ax y Ay, son dependientes de las

variables de integracion por lo tanto se obtiene para las
fuerzas y coeficientes de rigidez y amortiguamiento [2]:

{ 0 } B {fz J5 pgsinéRldzdé}

(Fr)o) [, f5pocosBR, dzdd

b )=

kyx  kyy) _ _

f JpxsinbR dzd6 [ [ pysinHRldde} 1
J, l5pxcosOR,dzdf | [;p,cosBR,dzdd (12)
(o )=

ff~pxsm6R1dzd0 J, 5 pysinbR,dzdd 13
J, J5pzcosOR,dzd6 | [;p;cosBR,dzdd

Para determinar los coeficientes k;; y c;;Es necesario
obtener primero los incrementos del campo de presion.
Sustituyendo las ecuaciones (7), (8) y (9) en la ecuacién de
Reynolds (5) igualmente desarrollando (k, + AXsin +
AYcosB)? y eliminando los términos de orden superior se
obtiene [7]:

2

9 (h3+3h§sinéax+3h cos@AY) 5 +(2) 9

(p0 + pxAX + pyAY + py AX' +pyAY) L7 oz

(hy + 3hisinfAX + 3h0c059AY)E

(Bo + BxAX + ByAY + Py AX + p,AY)|
1211:—@(}10 + AXsin@ + AYcosO) + 24m(AX'sinf +
AY 'cos8) (14)

Considerando los términos del mismo tipo y al realizar la
simplificacion de (14) se obtiene el siguiente conjunto de
ecuaciones, las cuales permitirdn determinar el campo de
presion en estado estable, al igual que los cambios de presion
con respecto a las posiciones y a las velocidades; una vez
resuelto el sistema, se puede sustituir su solucién en (6) y
encontrar el campo de presion en una chumacera finita.

(3% + () 7 (%) = 12n e (15)
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Py = G (L)z [—127r (siné + M%)]

D

a ap p\2 8 ap 2h3 he 09
H 3 +(3) mm3H) = @)
5 3sinf dhg) _ ,,30P0 9 (sind S @ (L .
12¢ (cos@— o a’é) 3hg 35 a’é( ™ ) (16) Px' =0 (D) [247tsm9] (20d)
9 (,39py D\? 9 (,30py) _ N i Y IAY 5
5 (1) + () 5 (1%%) = ) Py =52 (5) [24mcost] (20¢)
.~ . 3cos@ dh 30pg 0 (cos6
—12m ( sinf + =) - 3h;—=—= 17
( ho 69) %08 69( ho ) (1) Haciendo uso de las ecuaciones (20 a-¢), se grafican (usando
o , o MATHEMATICA 11.0) la presion en estado estable y las
;T(hg Lj‘) + (2) i_(hg i) = 247sind (18) variaciones de presion para una chumacera hidrodinamica
[ a6 L 0z 0z corta.
2 (i) + (9)21 (n 25 = 24mcosf (19)
a6 \"0 ap L) az\"% az

En donde las condiciones de frontera del sistema anterior
estan definidas como:

pp=0enz=+L/2; l=0,x,%Yy

0p,/0z=0enz=01=0,x,y,%7y

Notar que las soluciones del sistema de ecuaciones (16-19)
son usadas para obtener el campo de presion resultante, asi
como los coeficientes de rigidez y amortiguamiento dados
por (12) y (13), para esto es necesario calcular primero la

presion en estado estable p,de (15) y posteriormente  Ejgyra 2. Campo de presion total aproximado para p,; = =
determinar los cambios p,, py, vz Y Py- 1 b
Para mostrar la validez de la propuesta, se implementara el &7 0.1
algoritmo descrito anteriormente para determinar la presion

en estado estable y los cambios de presion con respecto a las

posiciones y a las velocidades de una chumacera corta, en la
L 1 . -z
cual: 5 <7 Se asume que los gradientes de presién en la

direccion 6 son despreciables si se comparan con los
gradientes de presion en la direccion z (direccion axial), de
igual manera, sélo la presion en la region convergente del
claro (0 < 6 < m) se considera para la evaluacion de las
fuerzas de la pelicula lubricante. Integrando dos veces la
simplificacion de las ecuaciones (16-19) y utilizando las
condiciones de frontera descritas anteriormente, se obtienen
las soluciones:

po = E20 (L) [127 2

2h \D a0
(20a) Figura 3. Campo de presion total aproximado para p,; % =
1
o @2-1(L)? = 3sind dhg =01
pr =57 (5) [12m (cost =553 (200)
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Figura 4. Campo de presion total aproximado para py; % =

Le=01
4

Figura 5. Campo de presion total aproximado para py; % =

Le=01
4

Figura 6. Campo de presion total aproximado para py; % =

Le=01
4

Una vez conocida la presion en estado estable y las
variaciones de presion, es posible encontrar los coeficientes
de rigidez y amortiguamiento a partir de (12) y (13),
tomando en cuenta las relaciones (4) para obtener resultados
adimensionales se tendra:

=~ 4l2m?+(16-m?)e?]
XX T [m24 (16-m2)e2]3/2

(21a)

&~ _ ml-m?+2m?e?+(16-n)et]

VT ef1e? [m2+(16-1m2)e2]3/2

(21b)

2 242 2y 4
k— _ n[n*+(32+n)e“+2(16—-m~)e™] 21¢c
rx ev1-e2[n2+(16-12)e2]3/2 (21c)

~ 4[m?+(32+m2)e2+2(16-1m2)e?]

k

w = (1-€2)[m2+(16-12)e2]3/2

(21d)

= A2 0] (21¢)
Gy = O] (219)
A T 1)

El conjunto de ecuaciones (21 a-h) representan en forma
analitica los coeficientes rotodindmicos de una chumacera
corta, los cuales coinciden con los reportados en la literatura
[1], lo anterior permite validar el algoritmo presentado y
representa una opcion para el célculo en chumaceras de
longitud finita.
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3.2 Segunda propuesta de solucién

La propuesta parte de la ecuacion de la lubricacion de
Reynolds dimensional en coordenadas cartesianas, la cual
puede escribirse como:

S )+ (CH ) =6 uH (22)

Asumiendo una solucién por variables separables,
considerando dos funciones independientes de las
coordenadas z y x de la forma: p(z,x) = f(2)f(x), la
intencion es determinar por separado ambas funciones para
posteriormente encontrar la funcién producto, lo cual
representara el campo de presion en una chumacera de
longitud finita.

En la figura 7 se muestra la geometria genérica de la region
del lubricante, pudiendo ser plana o de cualquier tipo. Es
importante considerar para este analisis, que se asume que
las funciones f(z) y f(x) tienen maximos simultaneos, esto
puede ser validado por los resultados numéricos que se
tienen de los campos de presion en chumaceras
hidrodindmicas [4]. Para trabajar con mayor generalidad, se
definen los siguientes cambios de variable:

Figura 7. Grafica de maximos en f(z) y f(x).

x=Dx;; z=1Lz;; H=hyp (23)
En donde B representa la funcion que define la geometria
de la region del aceite, teniendo la facilidad de ser
manipulada; es decir si se trata una cavidad plana o curva,
solo serd necesario definir la funcién B. Es importante
mencionar que la forma de B serd de gran importancia para
modelar el espacio por donde se encuentre el aceite
lubricante, asi mismo si esta funcioén es compleja entonces
la solucidn analitica sera mas dificil de obtener.

Aplicando las variables adimensionales (23) en (22) y
simplificando los términos se obtiene:

)+ () (o) - (24)

Definiendo los parametros siguientes en (24) y asi facilitar
los calculos, usando las siguientes variables:

6uUD
h§

NZ = (9)2, A=

; (25)
El pardmetro N esta directamente relacionado con la
geometria que establece el tamafio de la chumacera
hidrodinamica, y la variable A contiene las unidades
correspondientes a la presion de la pelicula lubricante.

Aplicando (25) en (24) la ecuacion toma la siguiente forma:

L

6x1

2
)4 N2psil=nL (26)
z1

dxq

En el método se propone determinar la presion mediante un
producto de funciones adimensionales, dada por:

p =Af(0f (2) (27)
Sustituyendo (27) en (26) y desarrollando se tiene [4]:
F0p LR 4 357 L f () L

N2B3f(x aa o0 - i (28)

dx1

Al notar el perfil de presidn, es posible resolver (28) a lo
largo de la linea donde f(x;) es maxima, (ver figura 7) lo

que implica; —— df(xl) = 0, entonces resulta:
X1
[ 1 azf(xl)] 1 dﬁ]
92 flx1) ax? B3 f(x1)dx
[, — o om () = - (g)

2
d0zi

Notar que x,,, representa el valor de x; para el cual f(x;) es
un maximo.
La ecuacion (29) puede ser simplificada considerando que

f(x;) es la misma que para una chumacera infinitamente
larga, por lo tanto, se puede despreciar el primer término de
(26) quedando como:

(B =2t (30)

dxq
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En donde es claro que: P = Af(x;), entonces puede
escribirse:

3d f(x1) 2 4B df(x1) ag
[ﬁ B dx; dxq ] - Adxl (31)
f( 1)
Hay que recordar que ==-X2 = 0, entonces:
d?f(xq) _[1 a8
[ dx? - [,B3 dx,l, (32)

La ecuacién (32) es fundamental para determinar f(x,),
considerando que es parte del producto de funciones
planteadas para la solucion del método.

Sustituyendo (32) en (29) y si se define el parametro M:

11 dB

fe1) B3 dxgl, (33)
Entonces se puede escribir:
d*f(z) | M M
o tef@ =g (34)
haciendo:
= —k? (35)
NZ

Resolviendo la ecuacidn diferencial de segundo orden (34)

y aplicando (35) se obtiene la funcion de f(z;).

1+ek_ek21_ek(1‘21)

f(z) =

1+ek

(36)

La ecuacion (36) es la parte complementaria del producto de
funciones que se establece en la propuesta para dar solucion
a la ecuacion (22). Las funciones f(x;) y f(z;) se emplean
para calcular los campos de presion adimensionales en
chumaceras de longitud finita de forma analitica [4].

p=f0)f(2) 37)

3.3 Ejemplos de aplicacion de la segunda propuesta de
solucion.

En esta seccion se realizan dos ejemplos préacticos para
demostrar la efectividad de la propuesta de solucion con
diferentes funciones en B, refriéndose a la pelicula

lubricante (exponencial y cilindrica). Como se mencion6
anteriormente, la funcién B modela el espacio de
alojamiento del aceite lubricante. En primer ejemplo se
asume una forma exponencial en la pelicula de lubricante,
esta propuesta permitird conocer la variacion de la presion
en este tipo de cavidad. En el ejemplo 2 se propone la forma
real de alojamiento del aceite en una chumacera circular.

Ejemplo 1
Se considera una funcidn exponencial para definir la
geometria de la pelicula lubricante, de igual manera se

contempla una chumacera hidrodinamica intermedia % =2.
Suponer 8 = (2.5)*

(N=2=05) (38)

En la primera parte del ejemplo se plantea encontrar el punto

maximo f (x,) para el punto critico x,, partiendo de (32)

s

dx? Xm 253x1

[2.5% In(2.5)] = —-In(2.5)  (39)

Al resolver (39) en funcion de f(x,) se tiene:

F(xy) = —0.27284 + 0.27284e~18325%1 1 0.22918x,  (40)

En la segunda parte se determina el punto critico x,,,

considerando lo siguiente:

A f(x,)=0 (41)
0.229185 — 0.5¢718325%1 =

m = 0.42567 (42)

Conociendo x,,, se evalla en (33) para encontrar el valor
numérico de M:

M= mm 25 e S)Lm (43)
M= [ L1 (147716) In(2. 5)] (44)
M= -837 (45)
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Con los valores obtenidos y sabiendo N y M se calcula el
valor de la variable k.

—-837 _

Recordando de (35): ——- = —k? (46)

k=578 47)

Con base en los resultados obtenidos para las variables que
interactdan en las funciones f(x;)y f(z,), se realiza el
producto de funciones para determinar el campo de presion
en una chumacera de longitud intermedia de forma
adimensional, a partir de (36) y (40) se obtiene:

p=Af(x1)- f(z1)

p = A(—.27284(1 — 7183251 + 22918x,)) -
1457857821 _5.78(1~21)
)

(48)

Figura 8. Campo de presion obtenido en maximos para

f(@)y f(x) para B = (2.5)

La figura 8 representa el campo de presion obtenido
mediante el método de producto de funciones f(z) y f(x),

. . . L
para el caso de una chumacera de longitud intermedia =

vy ey

z1 | ||

P

........................

Figura 9. Curvas de nivel de presién en maximos para

f@)yf(x) con g = (2.5

La figura 9 muestra el comportamiento que toma la presion
con relacion a las coordenadas x y z, con estos resultados
se logra identificar facilmente el comportamiento de la
presion en una chumacera hidrodinamica.

Ejemplo 2

Se considera una chumacera hidrodindmica intermedia con
., L
una relacién: = 2.

(N=05=2) (49)

Suponer que la geometria de la pelicula lubricante toma la
siguiente forma (variacién en una chumacera cilindrica):

B =1+ ¢&cosO (50)
Haciendo el cambio de variables para x como:

x

—=— (51)

x = RO,
2R

xl =
Sustituyendo (51) en (32) para determinar la funcién f(x)
en el punto critico x,, se tiene:

d?f () _ 1
dx? (1+&cos2x4)3

(52)

[—2esen2x,]

Resolviendo (52) para f(x), usando la sustitucién de
Sommerfeld [1] se obtiene:
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f(x)=—2x,Arctanh [%] (1+ecos2)(1+ecos2x)+
£2-1

(e-1)tanx
Jez-1
evVe2—1(xsen2+xecos2x sen2—(1+&ecos2)sen2x)
[4(-1+&)(1+e)VeZ—1(1+ec0s2) (1+ecos2x)]

2Arctanh[ ](1+£c052) (14+&cos2x)+

(53)
La ecuacion (53) representa la funcidon f(x) que esta
directamente relacionada con la geometria del espesor de la
pelicula lubricante dado por (50).
El siguiente paso del método es determinar el punto critico
X, Y sustituirlo en (33), considerando f“(x;) = 0 se obtiene
(utilizando MATHEMATICA 11.0):

xm = 0.623879
£(0.623879) = 0.06554 (5)
Asi mismo:
ﬂ = - = —
(dxl)xm = —2esen(2x,) = —0.948275
B =1.158 (55)

Aplicando los valores encontrados en (54) y (55) se calcula
el valor numérico de M de la siguiente forma:

1 1
M= [.06554 +(=0.948275) 1.1583]

M=-93 (56)

Al conocer el valor numérico de (56) y considerando la
relacion (49) es posible determinar el valor de la variable k

como sigue:

M _ k2

N2

k=6 (57)

El valor obtenido de (57) se sustituyen en (36) para evaluar
la funcién f(z,).

1+e6—e621_p6(1-21)

f(z) =

1+e®

(58)

Finalmente, la presién en una chumacera finita se obtiene
del producto de (53) y (58). La figura 10 muestra la
variacion del campo de presion como funcion de las
posiciones x,, z; .

0.0

Figura 10. Campo de presion obtenido en maximos para
f(@)yf(x)parae =0.5 B =1+¢coso

En la figura 11 se muestran las curvas de nivel para el campo
-z .. -y L
de presidn de la chumacera finita con relacion: == 2.

z1

Figura 11. Curvas de nivel de presion en maximos para
e=05,f(2)y f(x) paraf =1+ & cosb

Ambos resultados son consistentes con los reportados en las
soluciones numéricas que reporta la literatura, estas
soluciones fueron obtenidas mediante diferencias finitas [7].

4. Conclusiones

El método presentado en la primera propuesta muestra ser
bastante eficiente para hallar soluciones cerradas de la
ecuacion de Reynolds para chumaceras cortas, pues a partir
del calculo de la presidn se encuentran formulas cerradas de
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los coeficientes de rigidez y amortiguamiento. Sin embargo,
cuando se consideran chumaceras de longitud finita, el
sistema de ecuaciones (15-19) se vuelve demasiado
complejo, por lo que seria aconsejable resolverlo
numeéricamente, lo interesante de este algoritmo es que la
solucién numérica parece tener menos complicaciones en su
adaptacion y convergencia que los algoritmos tradicionales.

La segunda propuesta de solucion es innovadora al presentar
un método analitico para encontrar los campos de presion en
chumaceras de longitud finita en forma cerrada, con diversas
geometrias en el espesor de la pelicula lubricante. Este
método puede adaptarse para geometrias diversas que
adquiere la pelicula de aceite. Actualmente solo se cuenta
con aproximaciones numéricas para la presion en
chumaceras finitas, por lo que los resultados presentados son
de gran valor para su posterior analisis; es decir una vez que
se encuentra la presién, es posible hallar las fuerzas en el
lubricante y los correspondientes coeficientes de rigidez y
amortiguamiento de una chumacera de longitud finita.
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